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1 שיעור

פונקציות קירוב

הגדרה:

סביב טיילור פולינום אזי aב־ פעמים n גזירה f תהי כך: מוגדר a סביב f פונקציה nשל מסדר טיילור פולינום
הוא: n מסדר a הנקודה

Pn (x) =
n∑
k=0

f (k) (a)
k! · (x− a)k = f (a)

0! · (x− a)0 + f (1) (a)
1! · (x− a)1 + . . .+ f (n) (a)

n! · (x− a)n

= f (a) + f
′
(a) (x− a) + f

′′ (a)
2 (x− a)2 + f

′′′ (a)
3! (x− a)3 + . . .+ f (n) (a)

n! (x− a)n

הגדרה:

וצורתו: מקלורן פולינום נקרא ,a = 0 הנק' סביב הנ"ל, טיילור פולינום

Pn,0 (x) = f (0) + f
′
(0) · x+ f

′′ (0) · x2

2 + f
′′′ (0) · x3

3! + . . .+ f (n) (0) · xn

n!

פולינום שאינם לפונקציות טיילור/מקלורן בפולינום לשימוש דוגמה

f (n) (x) = ex מתקיים n ולכל פעמים אינסוף שגזירה פונקציה זו f (x) = ex

הוא: f (x) של n מסדר מקלורן פולינום לכן

n∑
k=0

f (k) (0)
k! · xk =︸︷︷︸

e0 = 1
∀k, (ex)(k) = ex

n∑
k=0

1
k! · x

k =
n∑
k=0

xk

k! = 1 + x+ x2

2 + x3

3! + . . .+ xn

n!

אפס) של בסביבה פעמים אינסוף גזירה sin) n מסדר מקלורן לפולינום נפתח f (x) = sin x

לב: נשים

(sin x)′ = cosx
(cosx)′ = − sin x

(− sin x)′ = − cosx
(− cosx)′ = sin x = sin(4) x
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Pn,0 (x) = sin 0 + sin′ 0 · x+ sin′′ 0
2! · x2 + . . .+ sin(n)

n! · xn

Pn,0 (x) = 0
0!+

1
1! ·x+ 0

2! ·x
2− 1

3! ·x
3+ 0

4! ·x
4+ 1

5! ·x
5+ 0

6! ·x
6− 1

7! ·x
7+ 0

8! ·x
8+. . . = x−x

3

3! +x5

5! −
x7

7! +. . .

Pn,0 (x) =
bn−1

2 c∑
k=0

(−1)k

(2k + 1) · x
2k+1

2 שיעור

פונקציית .a סביב n מסדר שלה טיילור פולינום Pn,a (x) ויהי a של בסביבה פעמים n גזירה f תהי הגדרה:
ש־ מתקיים כי ניווכח Rn,a (x) = f (x) − Pn,a (x) להיות: תוגדר a של בסביבה Rn,a (x) השארית,

( lim
x−→0

Rn(x)
xn = 0 מתקיים ,a = 0 (עבור . lim

x−→a
Rn.a(x)
(x−a)n = 0

דוגמה:

: lim
x−→0

x−sin x
x2 = 0

lim
x−→0

x− sin x
x2 = 0 = lim

x−→0

P2 (x)− sin x
x2 = lim

x−→0

−R2 (x)
x2 = lim

x−→0

o
(
x2)
x2 = 0

Rnו־ x0 סביב טיילור פולינום Pn נגדיר אם .x0 סביב I סגור בקטע פעמים n + 1 גזירה f תהי משפט:

f (x)− Pn (x) = Rn (x) = f(n+1)(c)
(n+1)! (x− x0)n+1 מתקיים x ∈ I אם אזי , f של טיילור שארית
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3 שיעור

דוגמא: + חזרה

כך: נכתב טיילור פולינום

f (x) = Pn (x) +Rn (x)

f (x) =
n∑
k=0

f(k)(x0)
k! (x− x0)k + f (n+1) (c)

(n+ 1)! (x− x0)n+1︸ ︷︷ ︸
c∈(x0,x)

:x0 = 0 סביב טיילור לפולינום ונפתח (לדוגמה) f (x) = ex ניקח

Pn (x) =
n∑
k=0

xk

k! = 1 + x+ x2

2! + x3

3! + x4

4! + . . .+ xn

n!

:e1 לחשב שנרצה נניח

P3 (1) = 1 + 1 + 12

2 + 13

6 = 2.5 + 1
6

P5 (1) = 1 + 1 + 12

2 + 13

6 + 1
24 + 1

120 = 2.5 + 1
6 + 1

24 + 1
120

.0.001 של בדיוק e1 את חשב לדוגמה: שאלה

נקבל: Rn (1) = f (1)− Pn (1) = e1 − Pn (1) השארית: את נחשב

0.001 > |Rn (1)| =︸︷︷︸
c∈(0,1)

∣∣∣∣f (n+1) (c)
(n+ 1)! · 1

n+1
∣∣∣∣ =︸︷︷︸
c∈(0,1)

∣∣∣∣e(n+1) (c)
(n+ 1)!

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣ ec

(n+ 1)!

∣∣∣∣ ≤ e

(n+ 1)! <
3

(n+ 1)!

|Rn (1)| < המקיים n לקחת צריך 0.001 של בדיוק n מסדר טיילור פולינום באמצעות e1 את לחשב בכדי
3

(n+1)! <
1

1000

נכונה. הטענה 3000 < (n+ 1)! המקיים n ועבור

מעט: נשנה כעת

.0.001 של בדיוק e100 את חשב

נקבל: Rn (100) = f (100)− Pn (100) = e100 − Pn (100) השארית: את נחשב

0.001 > |Rn (100)| =︸︷︷︸
c∈(0,100)

∣∣∣∣f (n+1) (c)
(n+ 1)! · 100n+1

∣∣∣∣ =︸︷︷︸
c∈(0,100)

∣∣∣∣ec · 100n+1

(n+ 1)!

∣∣∣∣ ≤ e100 · 100n+1

(n+ 1)! ≤ 3100 · 100n+1

(n+ 1)!

|Rn (100)| < המקיים n לקחת צריך 0.001 של בדיוק n מסדר טיילור פולינום באמצעות e100 את לחשב בכדי
3100·100n+1

(n+1)! < 1
1000

גדול. מספיק n עבור נכונה הטענה 100 · 3100 · 100n+1 < (n+ 1)! המקיים n ועבור

4



שניתן להראות צריך שנרצה, דיוק בכל טיילור פולינום באמצעות f (x) את לקרב שניתן להוכיח בכדי הערה:
ε > 0 לכל אזי an −→ 0 שאם (מכיוון |Rn (x)| ≤ an −→ 0 המתאפסת: סדרה ע"י השארית את לחסום
אותו ניקח טיילור, פולינום באמצעות f (x) את לחשב נרצה אם ולכן |Rn (x)| ≤ |an| < ε ש־ כך Nε קיים

(Nε מסדר

פונקציות חקירת

וירידה עלייה תחומי

בפנים וגזירה I בקטע רציפה f תהי

I בכל הרחב) במובן (עולה עולה f אזי I בקטע (f ′ (x) ≥ 0) f ′ (x) > 0 אם א)

I בכל הרחב) במובן (יורדת יורדת f אזי I בקטע (f ′ (x) ≤ 0) f ′ (x) < 0 אם ב)

קיצון נקודות

מהאפשרויות: אחת מתקיימת אז x0ב־ קיצון ערך מקבלת f אם

x0ב־ גזירה איזה f א)

f ′ (x0) = 0 ו־ x0ב־ גזירה f ב)

f ′ (x0) = 0 שבהם והנק' גזירה לא f שבהם הנק' על רק נתבונן קיצון, נק' נחפש כאשר מעשי: באופן

אקסטרמום: משפט

אזי: ( 0 < |x− x0| < δ) x0 של מנוקבת בסביבה וגזירה x0ב־ רציפה f תהי

קיצון: נק' יש אזי x0 דרך בעוברה סימנה משנה f ′ הנגזרת אם א)

מקומי. מקסימום f (x0) אז ל־(−) מ־(+) ואם מקומי, מינימים f (x0) אזי (+) ל־ מ־(−) הסימן שינוי אם

קיצון: אין אזי הנק' בסביבת קבוע הנגזרת של הסימן אם

של בסביבה יורדת f אזי x0 בסביבת שלילי הסימן ואם x0 בסביבת עולה f אזי x0 בסביבת חיובי הסימן אם
.x0
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שנייה נגזרת סמך על אקסטרמום לקיום מספיק) (תנאי מספיק משפט

קיצון יש אזי f ′′ (x0) 6= 0 ו־ f ′ (x0) = 0 אם .x0ב־ פעמיים וגזירה x0 של מסויימת בסביבה מוגדרת f תהי
.x0ב־

f ′′ (x0) < 0 אם מקומי מקסימום והוא f ′′ (x0) > 0 אם מקומי מינימום הוא זה ערך

4 שיעור

.x0ב־ מינימום יש fל־ אזי f ′′ (x0) > 0 וגם f ′ (x0) = 0 אם משפט:

שבה x0 של סביבה קיימת כלומר, .x0 של מסויימת בסביבה עולה f ′ ⇐= f ′′ (x0) > ש־0 כיוון הוכחה:
סימנה את משנה f ′ כלומר: ,0 = f ′ (x0) < f ′ (x) , x0 < x עבור וכן f ′ (x) < f ′ (x0) = 0 , x < x0 עבור

מינימום. זה ולכן x0ב־ לחיובי משלילי

.x0ב־ מקסימום יש fל־ אזי f ′′ (x0) < 0 וגם f ′ (x0) = 0 אם משפט:

שבה x0 של סביבה קיימת כלומר, .x0 של מסויימת בסביבה יורדת f ′ ⇐= f ′′ (x0) < ש־0 כיוון הוכחה:
סימנה את משנה f ′ כלומר: ,0 = f ′ (x0) > f ′ (x) , x0 < x עבור וכן f ′ (x) > f ′ (x0) = 0 , x < x0 עבור

מקסימום. זה ולכן x0ב־ לשלילי מחיובי

קמירות

אם מטה) (כלפי מעלה כלפי קמורה fש־ נאמר .x0 בנק' fל־ המשיק l (x) ויהי x0ב־ גזירה f תהי הגדרה:
(f (x) < l (x)) f (x) > l (x) בה x שלכל כך x0 של מנוקבת סביבה קיימת

.x0ב־ פעמיים גזירה f תהי קעירות: / קמירות משפט

מינימום) נק' x0 אזי f ′ (x0) = 0 (אם .x0ב־ מעלה כלפי קמורה f אזי f ′′ (x0) > 0 אם א)

מקסימום) נק' x0 אזי f ′ (x0) = 0 (אם .x0ב־ מטה כלפי קמורה f אזי f ′′ (x0) < 0 אם ב)

:x0 בסביבת f (x) את לכתוב ניתן ולכן פעמיים, גזירה f טיילור פולינום בעזרת הוכחה

f (x) = f (x0) + f ′ (x0) (x− x0)︸ ︷︷ ︸
l(x)

+ f ′′(x0)
2 (x− x0)2 + 0 · (x− x0)2 =

l (x) + f ′′(x0)
2 (x− x0)2

{
< l (x) f ′′ (x0) > 0
> l (x) f ′′ (x0) < 0
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פיתול נקודת

f (x) שני ומצד (המשיק) l (x) מעל f (x) אחד מצד x0 של מנוקבת בסביבה אם x0ב־ פיתול נק' יש fל־
.l (x)ל־ מתחת

קיים אם .f ′′ (x0) = 0 , או , x0ב־ גזירה לא f מהשניים: אחד מתקיים אזי f של פיתול נק' x0 אם מסקנה:
פיתול. נק' בהכרח x0 אזי אפס, לא והיא f ′′′ (x0)

f (k) (x0) 6= מאפס: שונה זוגי k כאשר kמסדר־ הנגזרת אם ,0 גם מתחתיו והנגזרות f ′ (x0) = 0 אם טענות:
(מינימום). מקסימום הוא x0 אזי (f (k) (x0) < 0) f (k) (x0) > 0 אם אזי 0

(מעלה) מטה כלפי קמורה f אז ( f (k) (x0) > 0) f (k) (x0) < 0 אזי , f ′ (x0) 6= 0 אם

פיתול. נק' היא x0 אזי זוגית, אי k כאשר f (k) (x0) היא אפס שאינה הראשונה הנגזרת אם

5 שיעור

אסימפטוטות

הגדרה

וב־∞− lim
x−→∞

|f (x)− (ax+ b)| = 0 אם ב־∞+ f לפונקציה משופעת אסימפטוטה הוא y = ax+ b ישר

lim
x−→−∞

|f (x)− (ax+ b)| = 0 אם

אנכית: אסימפטוטה

lim
x−→x0

|f (x)| =∞ אם x0 בנק' f לפונקציה אנכית אסימפטוטה הוא x = x0 הישר

דוגמה:

כיוון lim
x−→7

|3x2+5|
x−7 הגבול את נבדוק שם) (אלמנטרית x 6= ב־7 מוגדרת כמובן f .f (x) = 3x2+5

x−7 תהי

∞ הוא הנ"ל הגבול בהכרח הרי (x −→ 7 (כאשר 3x2 + 5 6−→ ש־0

.x0 = ב־7 fל־ אנכית אסימפטוטה הוא x = 7 הישר ולכן

:2 דוגמה

משופעת אסימפטוטה הוא ax+ b אם ב־∞± אסימפטוטות בדוק הקודמת בדוגמה f (x) פונקציה אותה עבור

a = lim
x−→∞

f (x)
x

= lim
x−→∞

3x2 + 5
x (x− 7) = lim

x−→7

3 + 5
x2

1− 7
x

= 3
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וכן:

b = limx−→∞ (f (x)− ax) = limx−→∞
3x2+5
x−7 − 3x = limx−→∞

3x2+5−3x(x−7)
x−7 =

limx−→∞
3x2+5−3x2−21x

x−7 = limx−→∞
5
x+21
1− 7

x

= 21

y = 3x+ 21 הוא היא המשופעת האסימפטוטה ולכן

מסויים לא אינטרגל

ז"א שלה, המשיק את מתארת f (x)ש־ כך מוגדרת F הפונקציה .f (x) של הקדומה הפונקציה תיקרא F (x)
.F ′ (x) = f (x)

היא אשר אחרת G (x) כל ,אזי F ′ (x) = f (x) כלומר I בקטע f (x) של קדומה פונקציה F (x) אם טענה:
G (x) = f (x) + c מקיימת f (x) של קדומה גם

G′ (x) = f (x) וגם F ′ (x) = f (x) כלומר ,I בקטע f (x) של קדומות פונקציות G (x),F (x) יהיו הוכחה:
H ′ (x) = G′ (x)− F ′ (x) = f (x)− f (x) = 0 אזי H (x) = G (x)− F (x) נגדיר

H (x) = Constant כלומר,

�

קדומה פונקציה

.F ′ (x) = f (x) מתקיים x ∈ I לכל אם I בקטע f (x)ל־ קדומה פונקציה היא F (x)ש־ נאמר הגדרה:

.Rב־ (sin x)′ = cosש־ כיוון Rב־ cosx של קדומות פונקציות הם sin x, sin x+ 3, sin x+ c דוגמה:

מסויים הלא ∫)האינטגרל
f (x) dx

)′
= כי נעיר .

∫
f (x) dxכ־ מסומנת והיא I בקטע f (x) של הקדומות הפונקציות כל קבוצת הגדרה:

.f (x)

הנגזרת: כלל ע"פ

(a · F (x))
′

= a · F ′ (x)

(F (x)±G (x))
′

= F ′ (x)±G′ (x)

מסויימים לא אינטגרלים של ∫אריתמטיקה
af (x) dx = a

∫
f (x) dx :1 ∫כלל

(f (x)± g (x)) dx =
∫
f (x) dx+

∫
g (x) dx
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ידועה. שלהם שהנגזרת פונקציות כללי ע"י שסופקו טבלאות :2 כלל

(cosx)′ = − sin x =⇒
∫

sin xdx = − cosx+ c

(sin x)′ = cosx =⇒
∫

cosxdx = sin x+ c

(tan)′ = 1
cos2 x =⇒

∫ 1
cos2 xdx = − tan x+ c

(arctan x)′ = 1
1+x2 =⇒

∫ 1
1+x2 dx = arctan x+ c

(xn)′ = nxn−1 =⇒
∫
xndx = xn+1

n+1 + c n 6= −1
(ex)′ = ex =⇒

∫
exdx = ex + c

∫
f (x) g′ (x) = f (x) g (x)−

∫
g (x) f ′ (x) I בקטע בחלקים אינטגרציה :3 כלל

:1 ∫דוגמה
x · ex = x · ex −

∫
ex · 1dx =⇒ x · ex − ex + c

:2 ∫דוגמה
ln xdx =

∫
ln x · 1dx = x ln x−

∫
x · 1

x
dx = x ln x− x+ c

:3 ∫דוגמה
ex sin xdx = ex sin x−

∫
ex · cosxdx︸ ︷︷ ︸

ex cos x+
∫
ex·(sin x)dx

=⇒
∫
ex sin xdx = ex

2 (sin x− cosx)

6 שיעור

הצבה: כלל :4 ∫כלל
f (x) dx =

∫
g (w (x))w′ (x) dx

∫
f (x) dx = G (w (x)) + c אזי ,

∫
g (x) = G (x) + c כי וידוע

ניתן שעבורו
∫
f (g (t)) g′ (t) dt שנקבל כך g (t)ב־ x את נחליף ,

∫
f (x) dx בהינתן :2 הצבה כלל :5 כלל

w (t) + c = w
(
g−1 (x)

)
+ c נקבל .(4 (כלל ההצבה בכלל להעזר
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תרגיל:

∫ √
1− x2dx =︸︷︷︸

x = sin t
dx = cos tdt

∫ √
1− sin2 tdx = . . .

להצבות אצבע כלל
√
a2 + x2 אם . x = a sin t הציבו

√
a2 − x2 של מכפלות ו/או ,הפרשים מסכומים מורכב האינטרגל אם

.x = a
cos t הציבו

√
x2 − a2 אם .x = tan t הציבו

רציונלית פונקציה

(מהצורה פולינומים הם Q (x), P (x) כאשר ,R (x) = P (x)
Q(x) מהצורה פונקציה זוהי R (x) רציונלית פונקציה

(a0 + a1x+ a2x
2 + . . .+ anx

n

של חלוקה נבצע יותר, גדולה המונה מעלת אם במכנה, מהמעלה גדולה המכנה שמעלת במקרה נטפל אנו
R (x) = h (x) + r(x)

Q(x) במכנה: יותר גדולה מעלה עם יהיה יש) (אם השארית ופולינום פולינומים,

כי: לב נשים

(
x2 − px+ q

)
,(x− α) מהצורה פולינומים של מכפלה הוא פולינום כל א)

7 שיעור

המסויים האינטרגל

קטע של חלוקה

Pn = ממשיים. מספרים של סופית קבוצה היא הקטע של חלוקה וחסום. סגור קטע [a, b] יהי הגדרה:
.a = x0 < x1 < . . . < xn−1 < xn = b ומתקיים {x0, x1, . . . , xn−1, xn} = {xj | j = 0, 1, . . . , n}

[xj−1, xj ] , 1 ≤ j ≤ n עבור גם (אפשר החלוקה. של קטע נקרא [xj , xj+1] , 0 ≤ j ≤ n− 1 לכל

[a, b] בקטע החסומה f בפונקציה עוסקים אנו הערה:

10



[a, b] בקטע f של תחתון/עליון סכום

הגדרה:

הקטע. של P = {x0, . . . , xn} חלוקה ותהי [a, b] בקטע חסומה פונקציה f תהי

להיות מוגדר mi (P ) כאשר s (P ) =
n∑
i=1

mi (P ) (xi − xi−1)︸ ︷︷ ︸
∆xi

להיות מוגדר [a, b] בקטע f של תחתון סכום

mi (P ) = inf (f ([xi−1, xi]))

להיות מוגדר Mi (P ) כאשר S (P ) =
n∑
i=1

Mi (P ) (xi − xi−1)︸ ︷︷ ︸
∆xi

להיות מוגדר [a, b] בקטע f של עליון סכום

M (P ) = sup (f ([xi−1, xi]))

נתונה P חלוקה לכל אזי [a, b]ב־ חסומה f אם נתונה: P חלוקה עבור ותחתון עליון סכום בין הקשר
. s (P ) ≤ S (P )

s (P ) =
n∑
i=1

mi∆xi ≤ גם mi∆xiולכן ≤Mi∆xi לכן ,mi (P ) ≤Mi (P ) מתקיים 1 ≤ i ≤ n לכל הוכחה:

n∑
i=1

Mi∆xi = S (P )

חלוקה של עידון

נק' אותן את מכיל (הוא P1 של עידון הוא P2 אזי P1 ⊆ P2ו־ [a, b] של חלוקות הם P1, P2 יהיו הגדרה:
החלוקה). את מעדנת נקודות הוספת כלומר, יותר: או חלוקה

הוספת (ע"י P חלוקה של עידון Q ,a]ותהי b] של חלוקה P תהי , [a, b]ב־ חסומה פונקציה f תהי טענה:
s (Q) ≥ s (P ו־( S (Q) ≤ S (P ) מתקיים אזי (x∗ נקודה

s (P2) ≤ S (P1) אזי כלשהן חלוקות הן P1, P2ו־ [a, b] בקטע חסומה f אם תחתון: מסכום קטן עליון סכום כל
התחתונים) הסכומים של חלוקה P1 נניח זה במקרה , s (P1) ≤ S (P2) (וגם:

הקודם, המשפט לפי .P2 ושל P1 של עידון היא P אזי ,P = P1 ∪ P2 נגדיר חלוקות. P1, P2 יהיו הוכחה:

s (P1) ≤ s (P ) ≤ S (P ) ≤ S (P2) מתקיים: ולכן
s (P ) ≥ s (P1)
S (P ) ≤ S (P2)

ועליון תחתון אינטגרל

T ≡ {s (P ) | p ∈ P}
E ≡ {S (P ) | p ∈ P} נגדיר: [a, b] של האפשריות החלוקות כל קבוצת Pו־ [a, b] בקטע חסומה f תהי הגדרה:

העליונים. הסכומים כל קבוצת Eו־ התחתונים הסכומים כל קבוצת היא T כאשר

inf E ≡
b∫
a

f (x) ואת supT ≡
b∫
a

f (x) את להגדיר נוכל הקודם, המשפט לפי הערה:
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[a, b] בקטע f של אינטגרביליות

ערך ואז , supT ≡
b∫
a

f (x) =
b∫
a

f (x) ≡ inf E אםם אינטגרבילית ,a]תקרא b] בקטע החסומה f הגדרה:

b∫
a

f (x) dx כ־ מסומן האינטגרל

8 שיעור

ש־ כך sε ∈ T ן־ Sε ∈ E קיים ε > 0 שלכל צריכים supTאנו = inf E ש: שיתקיים בכדי טענה:
|Sε − sε| < ε

האינטגרביליות משפט

כך ,E ו־ T של p חלוקה קיימת ε > 0 לכל אם אינטגרבילית היא [a, b]ב־ שחסומה f פונקציה
*:S (p)− s (p) < ε:שמתקיים

אינטגרבילית f ולכן
b∫
a

f (x) =
b∫
a

f (x) ולכן inf E = supT הקודמת הטענה ע"פ אז מתקיים ∗ אם הוכחה:

ש־ כך S (P1) ∈ E, s (P2) ∈ T קיים ההגדרה שע"פ הרי [a, b] בקטע אינטרגבילית f אם שני: כיוון
ולכן s (P2) ≤ s (P ) ≤ S (P ) ≤ S (P1) מתקיים ואז P = P1 ∪ P2 את ניקח S (P1) − s (P2) < ε

�S (P )− s (P ) ≤ S (P1)− s (P2) < ε

כאשר S (Pn)− s (Pn) −→ ש־0 כך Pn חלוקות סדרת למצוא מספיק אינטגרבילית תהיה fש־ בכדי הערה:
n −→∞

חלוקות סדרת לפי אינגרביליות

אם בקטע fאינטגרבילית אזי הקטע, של חלוקה Pn תהי n ∈ N לכל ,[a, b]ב־ חסומה פונקציה f תהי משפט:
inf {S (Pn)− s (Pn) |n ∈ N} = 0

מונוטוניות פונקציות של אינטרגביליות

בקטע. fאינטגרבילית ,a]אזי b] בקטע ממש) עולה בהכרח ולא (עולה, הרחב במובן מונוטונית f אם משפט:

לכל .xi+1 − xi = b−a
n :i לכל כלומר Pn = {a = x0, x1, . . . , xn = b} חלוקה n לכל נבחר הוכחה:

נקבל לכן .[xj−1, xj ] בקטע מונוטונית fש־ כיוון mj = f (xj−1) ,Mjf (xj) מתקיים 1 ≤ j ≤ n

S (Pn) =
n∑
j=1

Mj · (xj − xj−1) =
n∑
j=1

Mj ·
(
b−a
n

)
=
(
b−a
n

) n∑
j=1

f (xj) = b−a
n · (f (x1) + f (x2) + . . .+ f (xn))

s (Pn) =
n∑
j=1

mj · (xj − xj−1) =
(
b−a
n

) n∑
j=1

mj =
(
b−a
n

) n∑
j=1

f (xj−1) = b−a
n · (f (x0) + f (x2) + . . .+ f (xn−1))
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אינטגרבילית f ולכן S (Pn)− s (Pn) =
(
b−a
n

)
·

f (xn)− f (x0)︸ ︷︷ ︸
f is blocked

 −→ 0 ולכן

( 1
n −→ ו־0 קבוע, הוא (b− a) · (f (xn)− f (x0)))

[a, b] בקטע אינטגרבילית f ,a]אז b] בקטע רציפה f תהי משפט:

הוכחה:

ולכל x, y ∈ [a, b] שלכל כך δ > 0 קיים אזי ε > 0 יהי במ"ש. שם רציפה היא ולכן [a, b]ב־ fרציפה
שלכל כך Pδ,ε = [a = x0, x1, . . . , xn = b] חלוקה ניקח כעת |f (x)− f (y)| < ε

b−a אז |x− y| < δ
. [xi−1, xi] תת־קטע בכל רציפה f בפרט ,[a, b] בכל רציפה fש־ כיוון .xi − xi−1 < δ מתקיים 1 ≤ i ≤ n

|yi − zi| < |xi − xi−1| < δ ש: כיוון
f (yi) = mi

f (zi) = Mi
ש־ כך yi, zi ∈ [xi−1, xi] קיימים ווירשטראס משפט לפי

|f (zi)− f (yi)|︸ ︷︷ ︸
|Mi−mi|

< ε
b−a ומתקיים:

ולכן
S (P ) =

n∑
i=1

Mi∆xi

s (P ) =
n∑
i=1

mi∆xi

כי ידוע

S (P )− s (P ) =
n∑
i=1

(Mi −mi)∆xi <
n∑
i=1

ε
b−a ·∆xi = ε

b−a
∑n
i=1 ∆xi = ε

b−a · (b− a) = ε

אינטגרבילית. f ולכן S (P )− s (P ) < ε שמתקיים כך [a, b] של Pδ,ε חלוקה מצאנו ε > 0 לכל כלומר,

9 שיעור

האינפיניטיסמלי החשבון של היסודית הנוסחה

אזי בקטע) F ′ = f (כלומר f של קדומה פונקציה F אם .[a, b] בקטע אינטגרבילית פונקציה f תהי משפט:
b∫
a

f (x) dx = F (b)− F (a)

אזי: P = [a = x0, x1, . . . , xn = b] הקטע של כלשהי חלוקה P תהי הוכחה:

F (b)−F (a) = F (xn)−F (x0) = (F (x1)− F (x0))+(F (x2)− F (x1))+. . .+(F (xn)− F (xn−1))

(לפי
∼
xi ∈ (xi−1, xi) קיימת לכן F ′ = f ומתקיים [xi−1, xi] קטע בכל גזירה בפרט ולכן הקטע בכל גזירה f

ש: כך הממוצע) ערך משפט

f
(
∼
xi

)
= F ′

(
∼
xi

)
= F (xi)− F (xi−1)

xi − xi−1
=⇒ F (xi)− F (xi−1) = f

(
∼
xi

)
∆xi
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בקטע. מינימום mi ≤ f
(
∼
xi

)
≤Mi בקטע מקסימום :[xi−1, xi] קטע בכל

כלומר,

n∑
i=1

∆ximi ≤
n∑
i=1

∆xif
(
∼
xi

)
≤

n∑
i=1

∆xiMi

s (P ) ≤
n∑
i=1

(
F (xi)− F (xi−1)

)
= F (b)− F (a) ≤ S (P )

ש: הרי אינטגרבילית fש־ מכיוון אבל s (P ) ≤ F (b)− F (a) ≤ S (P ) שהיא, P חלוקה שלכל קיבלנו כלומר
b∫
a

f (x) = F (b)− F (a) ומכאן
b∫
a

f (x) ≤ F (b)− F (a) ≤
b∫
a

f (x) ∧
b∫
a

f (x) =
b∫
a

f (x)

(לינאריות) מסויימים אינטגרלים של יסודיות תכונות

b∫
a

f (x)±g (x) dx = וכן
b∫
a

c·f (x) dx = c·
b∫
a

f (x) dx גם אזי ( c ∈ R (ויהי [a, b] בקטע אינטגרביליות f, g אם

ואדטיביות) סקלר על (שמירה
b∫
a

f (x) dx±
b∫
a

g (x) dx

אדטיביות משפטי

[c, d] בקטע אינטגרבילית f אז [c, d] ⊆ [a, b] ו [a, b] בקטע אינטגרבילית f אם

אינטגרבילית. f אזי [a, b] בקטע למקוטעין מונוטונית או [a, b] בקטע למקוטעין fרציפה אם מסקנה:

היא גם |f (x)| כי נבטיח איך .
b∫
a

|f (x)| dx נחשב [a, b] בקטע f תחת הכלוא שטח לחשב מנת על טענה:

אינטגרבילית?

אינטגרבילית. |f | גם אז אינטגרבילית f אם למה:

|f (x)| = f+ − f− ואז f− =
{

0 f (x) ≥ 0
f (x) f (x) ≤ 0

, f+ =
{
f (x) f (x) ≥ 0
0 f (x) ≤ 0

הוכחה:

האינטגרלי המשולש ∣∣∣∣∣אי־שיוויון b∫a f (x) dx

∣∣∣∣∣ ≤ b∫
a

|f (x)| dx
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|x1 + x2 + . . .+ xn| ≤ |x1|+ |x2|+ . . .+ |xn|∣∣∣∣ n∑
i=1

Mi∆xi

∣∣∣∣ ≤ n∑
i=1
|Mi∆xi| ≤

n∑
i=1
|Mi|∆xi

הסבר:

שליליות) / (חיוביות האינטגרל סימן משפט

b∫
a

f (x) dx = −
a∫
b

f (x) dx

מוכלל אדטיביות כלל

b∫
a

f (x) dx = מתקיים: אזי שלושתם את המכיל בקטע אינטגרבילית f אם ממשיים. מס' שלושה a, b, c יהיו

הרגיל) האדטיביות כלל זהו אזי a < c < b (אם .cו־ b ,a בין היחס חשוב לא כאשר
c∫
a

f (x) dx+
b∫
c

f (x) dx

gאינטגרבילית גם אזי אינטגרבילית, f ובנוסף נק', של סופי מס' מלבד [a, b] בקטע זהות פונ' f, g אם משפט:
b∫
a

f (x) dx =
b∫
a

g (x) dx ומתקיים

10 שיעור

באינטגרלים הסדר תכונת

.
b∫
a

f (x) dx ≤
b∫
a

g (x) dx אזי [a, b] בקטע f ≤ g ∫אם
h ≤

∫
f ≤

∫
g אז h ≤ f ≤ g אם

.
b∫
a

mdx ≤
b∫
a

f (x) dx ≤
b∫
a

Mdx אז m ≤ f (x) ≤M מתקיים [a, b] בקטע אם

f (c) =

b∫
a

f(x)dx

b−a ש: כך c ∈ [a, b] קיים אז , [a, b] בקטע רציפה פונקציה f אם הממוצע: ערך משפט

,x ∈ [a, b] לכל m ≤ f (x) ≤ M הקטע בכל כלומר ומקס'. מינ' בו מקבלת ולכן בקטע, רציפה f הוכחה:
b∫
a

mdx ≤
b∫
a

f (x) dx ≤
b∫
a

Mdx לכן

בין ערך כל מקבלת שהיא ,a]הרי b]ב־ רציפה fש־ כיוון אבל

m (b− a) ≤
b∫
a

f (x) dx ≤M (b− a)

m ≤

b∫
a

f(x)dx

b−a ≤M

כלומר:
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f (c) (b− a) =
b∫
a

f (x) dx ולכן: f (c) = k =

b∫
a

f(x)dx

b−a ש־ כך c ∈ [a, b] נק' קיימת בפרט .Mל־ m

, בקטע אי־שלילית אינטגרבילית פונ' gו־[a, b]ב־ רציפה פונ' f תהי המוכלל: האינטגרלי הממוצע ערך משפט
b∫
a

f (x) · g (x) dx = f (c) ·
b∫
a

g (x) dx ש: כך c ∈ [a, b] קיימת אזי

לכן שלילית אי g .m ≤ f (x) ≤ M הקטע בכל כלומר ומקס' מינ' בו מקבלת ולכן בקטע רציפה f הוכחה:
m · g ≤ f (x) · g ≤M · g

m ·
b∫
a

g (x) dx =
b∫
a

m · g (x) dx ≤
b∫
a

f (x) · g (x) dx ≤
b∫
a

M · g (x) dx = האינטגרל: סדר ע"פ ולכן

m ≤

b∫
a

f(x)·g(x)dx

b∫
a

g(x)dx
≤M ומכאן: M ·

b∫
a

g (x) dx

f (c) = k = ש: כך c ∈ [a, b] קיים ולכן Mל־ m בן ערך כל מקבלת היא [a, b] בקטע רציפה fש־ כיוון

.f (c) ·
b∫
a

g (x) dx =
b∫
a

f (x) · g (x) dx מכאן:

b∫
a

f(x)·g(x)dx

b∫
a

g(x)dx

רימן אינטגרל

הכי (החלק P בתוך המקסימלי החלוקה גודל להיות λ (P ) = max

{
∆xi

1≤i≤n

}
נסמן .[a, b] של חלוקה P תהי

.σP (α1, . . . , αn) =
∑n
i=1 f (αi) ·∆xi יהיה: רימן סכום אזי ,αi ∈ [xi−1, xi] ניקח , (P החלוקה של גדול

. lim
λ(P )−→0

σP (α1, . . . , αn) = I הגבול אם קיים רימן אינטגרל

מתקיים אזי λ (P ) < δ מתקיים אם P חלוקה כל שעבור כך δ > 0 קיים ε > 0 לכל דלטא: אפסילון בלשון
.|σP (α1, . . . , an)− I| < ε

,|g (x)| > c גם מתקיים זה בקטע אם אינטגרבילית f · g אזי ,[a, b] בקטע אינטגרביליות f, g יהיו משפט:
אינטגרבילית) f

g גם (כלומר אינטגרבילית 1
g אזי

[a, b]ב־ רציפה Fa (x) =
x∫
a

f (t) dt הפונקציה אזי [a, b]ב־ אינטגרבילית f תהי משפט:
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x0 + h ∈ [a, b] ש־ כך h יהי lim
h−→0

Fa (x0 + h) = F (x0) ש־ נראה x0 ∈ [a, b] תהי הוכחה:

|Fa (x0 + h)− Fa (x0)| =

∣∣∣∣∣x0+h∫
a

f (t) dt−
x0∫
a

f (t) dt

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣x0∫
a

f (t) dt+
x0+h∫
x0

f (t) dt−
x0∫
a

f (t) dt

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣x0+h∫
x0

f (t) dt

∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣∣x0+h∫
x0

Mdt

∣∣∣∣∣ = |M · (x0 + h− x0)| = M · |h|

מתקיים: כנ"ל h עבור x0 שלכל קיבלנו כלומר

0 ≤ |Fa (x0 + h)− Fa (x0)| ≤M · |h|

Fa (x0 + h) = Fa (x0) הסנדוויץ', משפט ולפי

11 שיעור

האינפיטיסמלי החשבון של היסודי המשפט

בקטע גזירה Fa (x) אז רציפה f אם . Fa (x) =
x∫
a

f (t) dt נגדיר , [a, b] בקטע אינטגרבילית פונקציה f תהי

F ′a (x) = f (x) ומתקיים [a, b]

כאשר אז רציפה f אם F ′a (x0) = lim
h−→0

Fa(x0+h)−Fa(x0)
h = f (x0)מתקיים , x0 ∈ [a, b] שלכל צ"ל הוכחה:

fבערך (x0) כמו ערך אותו [x0, x0 + h] בקטע הנק' כל h −→ ־0
מתקיים: אזי החסום) המלבן גודל בערך הוא h · f (x0) (כי lim

h−→0
Fa(x0+h)−Fa(x0)

h ≈ h · f (x0) כלומר

F ′a (x0) =︸︷︷︸
h−→0

Fa(x0+h)−Fa(x0)
h = h·f(x0)

h = f (x0)

)דוגמא:
x∫
a

f (t) dt
)′

= f (x) ,

(
x∫
a

esin t2dt

)′
= esin x2

,

(
x∫
a

sin tdt
)′

= sin x

fל־ לחשב הצלחנו אם גזירה. F ′a (x) = f (x) רציפה, f אם רציפה. Fa (x) אינטגרבילית, f אם הערה:
הנוסחה שע"פ כיוון .G (x) = Fa (x) + c שיתקיים לנו מובטח (G′ (x) = f (x) ש: (כך ,G קדומה פונקציה

G (x) = Fa (x) +G (a) כלומר , Fa (x) =
x∫
a

f (t) dt = G (x)−G (a) מתקיים היסודית
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12 שיעור

מסויימים אינטרגלים עבור משתנים בהחלפת אינטגרציה טכניקות

dx
dt = cos t ואז x = ϕ (t) = sin t נציב ,

1∫
0

√
1− x2dx דוגמה:

=
�∫

�

√
1− sin2 t cos tdt =

�∫
�

cos2 tdt =

π
2∫

0

cos2 tdt =

π
2∫

0

1 + cos (2t)
2 dt =

π
2∫

0

1
2dt+

1
2

π
2∫

0

cos (2t) dt =

t

2 |
π
2
0 + 1

2 ·
1
2 · sin (2t) |

π
2
0 = π

4 + 1
4

(
sin
(

2 · π2

)
− sin 0

)
= π

4

נוספת: דוגמה
1∫

0

x2 (1− x3)700
dx =︸︷︷︸

t = 1− x3

dt
dx = −x2

− 1
3dt = x2dx

x = 0 −→ t = 1− 03 = 1
x = 1 −→ t = 1− 13 = 0

−1
3 ·

1∫
0

t700dt = 1
3 ·
t701

701 |
1
0 = 1

3

(
1701

701 −
01

701

)
= 1

2103

אמיתיים לא אינטרגלים

אינסופי בקטע ראשון מסוג מוכלל אינטגרל

בכל ואינטגרבילית ( סימטרית בצורה (−∞, a] בקטע (או [a,∞) בקטע המוגדרת פונקציה f תהי הגדרה:
(t < a כאשר , [t, a]) a < t ,a]כאשר t] מהצורה קטע

∞∫
a

f (x) dx אמיתי הלא האינטגרל שקיים נאמר אזי ( lim
t−→−∞

a∫
t

f (x) dx ) lim
t−→∞

t∫
a

f (x) dx הגבול קיים אם

המתאים. לגבול ושווה מתכנס ,הוא (
a∫
−∞

f (x) dx)

דוגמה

מתקיים: אינטגרבילית. לכן שם ורציפה t > 1 ,1]לכל t] קטע בכל מוגדרת [1,∞] בקטע f (x) = 1
x2

t∫
1

1
x2 dx = − 1

x
|t1 = −1

t
− −1

1 = 1− 1
t

t∫
1

1
x2 dx = 1 ולכן lim

t−→∞

t∫
1

1
x2 dx = lim

t−→∞
1− 1

t = 1 כלומר,

18



האינטגרלי ההתכנסות מבחן

יורדת פונקציה f ותהי יורדת) מונוטונית ak ) יורדת איבריו שסדרת אי־שליליים איברים בעל טור
∞∑
k=1

ak יהי

טבעי, n לכל המקיימת ב־[∞,1] הרחב במובן

מתכנס.
∞∫
1
f (x) dx אםם מתכנס

∞∑
k=1

ak אזי f (n) = an

f (k + 1) ≤ f (x) ≤ מתקיים ,x ∈ [k, k + 1] כל עבור טבעי, k לכל ולכל הרחב במובן יורדת f הוכחה:
ak+1 ≤ f (x) ≤ ak כלומר f (k)

את k לכל נגדיר אם ak+1 =
k+1∫
k

ak ≤
k+1∫
k

f (x) ≤
k+1∫
k

ak = ak מתקיים האינטגרל סדר ע"פ ולכן

bk =
k+1∫
k

f (x) dx
∞∑
k=1

bk = lim
n−→∞

n∑
k=1

bk =
∗
אבל מתכנס

∞∑
k=1

bk אםם מתכנס
∞∑
k=1

ak ולכן ak+1 ≤ bk ≤ akש־ שקיבלנו הרי

lim
n−→∞

n∫
1
f (x) dx =

∞∫
1
f (x) dx

(
n∑
k=1

bk = b1+b2+. . .+bn =
2∫
1
f (x)+

3∫
2
f (x)+. . .+

n∫
n−1

f (x) =
n∫
1
f (x) האינטגרל: מאדטיביות נובע ∗)

מוכללים) (גם: אמיתיים לא לאינטגרלים סדר / השוואה מבחני

∞∫
a

g (x) dx אם אזי: בתחום סגור קטע בכל אינטגרביליות והם [a,∞) בקטע 0 ≤ f (x) ≤ g (x) אם (1

מתכנס.
∞∫
a

f (x) dx גם אז מתכנס

מתקיים: אזי (If =
∞∫
a

f (x) dx ו־ Ig =
∞∫
a

g (x) dx (נסמן lim
x−→∞

f(x)
g(x) = L הגבול קיים אם כן, כמו (2

יחד. ומתבדרים מתכנסים Ig, If אזי 0 < L <∞ אם .1

מתכנס. If אזי מתכנס Ig אם אזי L = 0 אם .2

מתכנס. Ig אזי מתכנס If אם אזי L =∞ אם .3

L− ε < f(x)
g(x) < L+ ε מתקיים x > Mε שלכל כך Mε קיים ε > 0 לכל אזי lim

x−→∞
f(x)
g(x) = L 6= 0 הוכחה:

,ε = L
2 נבחר

אםם מתכנס
∞∫
KL

2

g (x) dx ולכן

(
L− L

2
)
g (x) < f (x) <

(
L+ L

2
)
g (x)

L
2 · g (x) < f (x) < 3L

2 · g (x) מתקיים שעבורו KL
2
קיים כלומר

, 1 ע"פ מתכנס
∞∫
KL

2

f (x) dx

אינטגרביליות. הפונקציות שתי ,
[
0,KL

2

]
הנותר, בקטע כאשר

19



אז מתכנס
∞∫
a

|f (x)| dx אם t > a , [a, t] בקטע ואינטגרבילית מוגדרת f תהי בהחלט. התכנסות משפט:

מתכנס. הוא אזי בהחלט מתכנס
∞∫
a

f (x) dx אם כן כמו בהחלט. מתכנס
∞∫
a

f (x) dxש־ נאמר

13 שיעור

אמיתיים לא לאינטגרלים קושי קריטיון

ε > 0 לכל אםם מתכנס
∞∫
a

f (x) dx האינטגרל אזי ( a < b (כאשר [a, b] בקטע אינטגרבילית פונקציה f תהי

.

∣∣∣∣∣b2∫
b1

f (x) dx

∣∣∣∣∣ < ε מתקיים b2 > b1 > Mε שלכל כך Mε קיים

המוכלל. לאינטגרל קושי קריטריון את מקיימת f אםם קיים lim
t−→∞

t∫
a

f (x) dx כלומר,

קיים. lim
t→∞

Fa (t) אזי f של קדומה F אם כלומר קיים. lim
t→∞

t∫
a

f (x) dx אםם מתכנס
∞∫
a

f (x) dx הוכחה:

מתקיים: b2 > b1 > Mε שלכל כך Mε קיים ε > 0 לכל אםם קיים זה ∫b2∣∣∣∣∣אבל
a

f (x) dx−
b1∫
a

f (x) dx

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣b2∫
b1

f (x) dx

∣∣∣∣∣ < ε כלומר, |Fa (b2)− Fa (b1)| < ε

כלומר [a,∞)ב־ אינטגרבילית f אזי קיים)
∞∫
a

|f (x)| dx (ז"א [a,∞)ב־ בהחלט אינטגרבילית f אם מסקנה:

קיים
∞∫
a

f (x) dx

קיים ε > 0 לכל מכאן, קושי. קריטריון את מקיימת היא לכן [a,∞)ב־ אינטגרבילית |f | הנתון, ע"פ ∫b2∣∣∣∣∣הוכחה:
b1

f (x) dx

∣∣∣∣∣ ≤ מתקיים לאינטרגלים, המשולש שוויון אי שלפי הרי
b2∫
b1

|f (x)| dx < εש־ כך (b1, b2 > Mε) Mε

להתכנסות. קושי קריטריון את מקיימת f גם ולכן
b2∫
b1

|f (x)| dx < ε

הערות:

נק' קיימת אם קיים
∞∫
−∞

f (x) dx אזי שם, סגור קטע בכל ואינטרגבילית הישר בכל מוגדרת f תהי •

קיים.
c∫
−∞

f (x) dxו־ קיים
∞∫
c

f (x) dx שעבורה −∞ < c <∞
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דיריכלה מבחן

[a,∞) בקטע רציפות פונקציות f, g תהיינה

[a,∞)ב־ רציפה f ו־′ lim
x→∞

f (x) = 0 המקיימת [a,∞) בקטע יורדת מונוטונית f .1

|G (x)| = מתקיים x > a שלכל כך M > 0 קיים (כלומר [a,∞)ב־ חסומה G (x) =
x∫
a

g (t) dt .2

מתכנס.
∞∫
a

f (x) g (x) dx האינטגרל או

∣∣∣∣ x∫
a

g (t) dt
∣∣∣∣ ≤M

דוגמה

.α > 0 עבור מתכנס
∞∫
1

sin x
xα

(כפונקציה רציפה פונקציה היא ונגזרתה יורדת מונוטונית היא כן וכמו lim
x→∞

1
xα −→ 0 , α > 0 לכל הוכחה:

|cos t− cos 1| < מתקיים t לכל אבל ,
t∫

1
sin xdx = cosx|t1 = cos t− cos 1 מתקיים 1 < t לכל אלמנטרית)

מתכנס. שלנו האינטגרל דיריכלה משפט ע"פ ולכן

∣∣∣∣ t∫
1

sin xdx
∣∣∣∣ < 100 ולכן , 100

דוגמה

בהחלט. מתכנס לא אך מתכנס,
∞∫
e

sin x
x ln x כי הראה

חסום.
t∫

1
sin xdxש־ הראינו וכבר lim

x→∞
1

x ln x = ש־0 כיוון דיריכלה מבחן ע"י נראה התכנסות הוכחה:

מבחן ע"פ ואז מתכנס לא
∞∫
e

sin2 x
x ln x ש: נוכיח |sin x| ≥ sin2 x בהחלט: מתכנס איננו האינטגרל כי נראה

מתכנס. לא
∞∫
e

|sin x|
|x ln x| גם ההשוואה

sin2 x
x ln x = 1

2x ln x −
cos 2x
2x ln x קיבלנו: סה"כ . sin2 x = − cos 2x

2 + 1
2 = 1

2 −
cos 2x

2 ולכן , cos 2x = 1− 2 sin2 x

מתכנס לא
∫ 1

2x ln xו־ ,
1

x ln x −→x→∞ 0 ו־ חסום
t∫

1
cos 2x דיריכלה: ע"פ מתכנס

∫ cos 2x
x ln x הגורמים: את נבדוק

מתכנס. לא
∑ 1

n lnnש־ מכיוון

∞∫
e

sin2 x
x ln x הכללי, הסכום ולכן מתכנס, שהוא 1

2
∫ cos 2x

x ln x ו מתבדר, שהוא 1
2
∫ 1
x ln x של סכום הוא

∫ sin2 x
x ln x ולכן

מתבדר.
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14 שיעור
b∫
a

f (x) dx הוא והאינטגרל (a, b)ב־ אינטגרבילית f אזי [a, b]ב־ אינטגרבילית f אם משפט:

? (0, ב־[1 אינטרגבילית היא האם f (x) = sin x
x שאלה:

ב־ רציפה g אזי g (x) =
{

1 x = 0
sin x
x x > 0

פונקציה נגדיר ולכן lim
x→0+

sin x
x = 1 לאפס, מימין בגבול נתבונן

הזה, בקטע אבל , הקודם) המשפט (לפי (0, ב־[1 אינטגרבילית g ולכן [0, ב־[1 אינטגרבילית g ולכן [0, 1]
.(0, ב־[1 אינטגרבילית sin x

x ולכן f (x) = sin x
x ≡ g (x)

(0, ב־[1 אינטגרבילית היא האם ונשאל , f (x) = 1
x הבעיה:

מסוג לאינטגרל נזדקק (לכן אינטגרבילית היא האם בשאלה עדיין להכריע נוכל לא , lim
x→0

f (x) =∞ ש: מכיוון

שני)

שני מסוג אמיתי לא אינטגרל

בו, חסומה לא f ו־ ( [a, b) סימטרית: (ובצורה (a, b] פתוח החצי בקטע המוגדרת פונקציה f תהי הגדרה:

lim
t→a+

b∫
t

f (x) dx הגבול קיים אם אזי ([a, t] ) , a < t < b עבור , [t, b] קטע תת בכל אינטגרבילית אך

)
b∫
a

f (x) dx = lim
t→a+

b∫
t

f (x) dx ומתקיים: ([a, b) ) (a, b]ב־ אינטגרבילית f אזי ( lim
t→b−

t∫
a

f (x) dx )

(
b∫
a

f (x) dx = lim
t→b−

t∫
a

f (x) dx

קיים אם (a, b) בקטע אינטרגבילית fש־ נאמר ?a בסביבת לא וגם b בסביבת חסומה לא f כאשר קורה מה
b∫
a

f (x) dx =
c∫
a

f (x) dx+
b∫
c

f (x) dx יתקיים: ואז , (a, c]וב־ [c, b) ב־ אינטגרבילית fש־ כך c ∈ (a, b)

: F ′ = f כלומר , f של קדומה F כאשר

b∫
a

f (x) dx = lim
t→a+

b∫
t

f (x) dx+ lim
t′→b−

t′∫
a

f (x) dx = lim
t→a+

(F (c)− F (t)) + lim
t′→b−

(F (t′)− F (c)) =

lim
t′→b−

F (t′)− lim
t→a+

F (t)

אזי , בקטע f (x) של קדומה F (x)ו־ (a, b)ב־ סגור קטע בכל ואינטגרבילית (a, b)ב־ מוגדרת f אם משפט:
b∫
a

f (x) dx = B −A מתקיים אזי , lim
x→b−

F (x) = Bו־ lim
x→a+

F (x) = A אם
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לדוגמה: תרגיל

3∫
−3

dx√
9−x2 את חשב

אזי f (x) = 1√
9−x2 של קדומה היא F (x) = arcsin

(
x
3
)
ש: ומתקיים

∫
dx√
9−x2 = arcsin

(
x
3
)

+ c כי: ידוע
הקודם: המשפט לפי

3∫
−3

dx√
9− x2

= lim
x→3−

arcsin
(x

3

)
+ lim
x→3+

arcsin
(x

3

)
= arcsin 1− arcsin (−1) = π

2 −
(
−π2

)
= π

שני מסוג מוכלל לאינטגרל קושי מבחן

כך δε קיים ε > 0 לכל אםם מתכנס
b∫
a

f (x) dx אזי [t, b] קטע בכל ואינטגרבילית (a, b]ב־ מוגדרת f ∣∣∣∣תהי s∫
r

f (x) dx
∣∣∣∣ < ε מתקיים r < s:ש כך r, s ∈ (a, a+ δε) שלכל

של זה סוג עבור גם בהם להשתמש ואפשר נכונים ואינטגרביליות ההשוואה משפטי כל , מכאן מסקנה:
אינטגרלים.

אינטגרבילית.
b∫
a

g (x) dx אםם אינטגרבילית
b∫
a

f (x) dx אזי , 0 < L <∞ , lim
x→a+

f(x)
g(x) = L אם משפט:

במובן אינטגרבילית f אם . a, c1, c2, . . . , ck, b נק' של סופי למס' פרט (a, b) בקטע מוגדרת f תהי משפט:
אינטגרבילית f אזי ( b = ו־∞+ a = ∞ עבור (גם (a, c1) , (c1, c2) , . . . , (ck, b) מהקטעים בכ"א המוכלל

b∫
a

f (x) =
c1∫
a

f (x) +
c2∫
c1

f (x) + . . .+
b∫
ck

f (x) ומתקיים: ,(a, b) בכל

תרגיל:

:
1∫
0

1
x2 dx חשבו

1∫
0

1
x2 dx = −

1∫
∞
dt =

∞∫
1
dt = :t עבור ונפתור

t = 1
x

x = 1 −→ t = 1
x = 0 −→ t =∞

dt
dx = − 1

x2 =⇒ 1
x2 dx = −dt

:t עבור הצבה נעשה

מתכנס. לא שהוא וקיבלנו

(? lim
x→0

xα = 0 , מתקיים מתי עצמנו, (נשאל . α כל עבור :
1∫
0

1
xα dx חשבו
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עבור ונפתור
t = 1

xα−1 = x1−α x = 1 −→ t = 1
x = 0 −→ t =∞

dt
dx = (1− α)x1−α−1 = 1−α

xα =⇒ dx
xα = dt

1−α

:t עבור הצבה נגדיר ,α > 0 עבור

1∫
0

dx
xα = 1

1−α

�∫
�

dt :t

x = 0 =⇒ t = 1
xα−1 =∞

x = 1 =⇒ t = 1
x0 = 1 :α > 1 עבור למקרים. חלוקה יש 1

1−α

�∫
�

dt עבור

מתבדר. האינטגרל , α = 1 עבור

1∫
0

1
xα dx =


1

1−α

1∫
∞
dt = 1

α−1

∞∫
1
dt = t|∞1

1
1−α

1∫
0
dt = 1

1−α t|
1
0 = 1

1−α

ואז: lim
x→0+

1
xα−1 =

{
” 1

0 ” α > 1
x1−α 1 > α > 0

:α > 1 1ועבור > α > 0 עבור

g אזי , g (x) =
{

1
xα x > 0
0 x = 0

להיות g (x) את נגדיר אם ואז lim
x→0+

1
xα = 0 ש־ מתקיים ,α < 0 עבור

שלנו. במקרה אינטגרבילית גם ,0]ולכן ב־[1 הרגיל) (באופן אינטגרבילית

אינטגרבילית. שהיא 1 הקבועה הפונקציה זוהי , α = 0 עבור

פונקציות של סדרות

לפונקציה פונקציות סדרת של נקודתית התכנסות

הגדרה). (תחום D בקטע המוגדרות פונקציות של סדרה fn תהי הגדרה:

מתכנסת fn הפונקציות שסדרת נאמר מתכנסת, סדרה היא fn (x0) המספרים סדרת אם , x0 ∈ D תהי א)
. x0 בנקודה

I בקטע מתכנסת fn הפונקציות שסדרת נאמר ,I בקטע נקודה בכל מתכנסת fn והסדרה I ⊆ D אם ב)

לכל I בקטע שתוגדר f (x) הפונקציה אזי I ⊆ D בקטע נקודתית מתכנסת fn הפונקציות סדרת אם ג)
. fn

n→∞−→
I

f ורושמים fn הפונקציות סדרת של הגבול פונקציית נקראת f (x) = lim
n→∞

fn (x) להיות x ∈ I

n > Nx0,ε שלכל כך Nx0,ε קיים ε > 0 כל עבור , x0 ∈ I לכל אםם I בקטע fn −→ fש־ נאמר :ε, δ fn∣∣∣∣∣∣∣ובלשון (x0)︸ ︷︷ ︸
an

− f (x0)︸ ︷︷ ︸
a

∣∣∣∣∣∣∣ < ε מתקיים

fn (x) −→
n→∞

f (x) אזי f (x) =
{

0 −1 < x < 1
1 x = 1

ש: כך [−1, 1] בקטע f (x) פונקציה נגדיר אם דוגמה:

[−1, ב־[1 ( lim
n→∞

fn (x) = f (x))
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15 שיעור

פונקציות סדרת של במ"ש התכנסות

שלכל כך Nε קיים ε > 0 לכל אםם במ"ש מתכנסת תקרא fn
I−→

n→∞
f ,I בקטע fn פונקציות סדרת הגדרה:

x ∈ I לכל |fn (x)− f (x)| < ε מתקיים n > Nε

שניקח. x לכל מתאים Nε שאותו במ"ש, לעומת מסויים, xל־ שמתאים Nε על מדברים אנו רגילה, בהתכנסות
שקולה: הגדרה מחדש לנסח נרצה

כך Nε קיים ε > 0 לכל אםם fn
I

−→
n→∞

f מתקיים : Iב־ במ"ש fn להתכנסות שקולה הגדרה שקולה: הגדרה

supI {|fn (x)− f (x)|} < ε
⇓

lim
n→∞

supI {|fn (x)− f (x)|} = 0
מתקיים n > Nε שלכל

לסדרות: הבעיה את להמיר נוכל כעת

אפסה סדרה בעזרת I בקטע פונקציות סדרת של במ"ש התכנסות

כך an −→ 0 סדרה קיימת אםם fn
I−→

n→∞
f , במ"ש מתכנסת תקרא I בקטע המוגדרת fn סדרה משפט:

|fn (x)− f (x)| ≤ an מתקיים n לכל כמעט , x ∈ I שלכל

דוגמה

. (0 < q < 1) [−q, q] בקטע במ"ש מתכנסת fn (x) = xn הסדרה כי הוכח

, |fn (x)− f (x)| = |xn| = |x|n ≤
↑

|x| ≤ q

qn −→
n→∞

0 מתקיים: , x ∈ [−q, q] לכל f (x) = 0 כי כבר הראינו

[−q, q] בקטע במ"ש fn −→ f ≡ 0 הקודם, המשפט ע"פ ולכן

אזי: , במ"ש I בקטע gn −→ g וגם במ"ש I בקטע fn −→ f אם משפט:

במ"ש I בקטע fn + gn −→ f + g .1

.I בקטע חסומות f, g אם במ"ש Iב־ fn · gn −→ f · g .2

הוכחה:

.I בקטע |fn − f | ≤ an מתקיים n לכל שכמעט כך an −→ 0 סדרה קיימת במ"ש, fn −→ f ש־ כיוון .1

.I בקטע |gn − f | ≤ bn מתקיים n לכל שכמעט כך bn −→ 0 סדרה קיימת במ"ש, |gn −→ g| ש־ כיוון
:I בקטע מתקיים מכאן,

|fn + gn − f − g| = |(fn − f) + (gn − g)| ≤ |fn − f |+ |gn − g| ≤ an
−→0

+ bn
−→0

= 0

במ"ש. fn + gn −→ f + g לכן
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דוגמה

[1,∞) בקטע f (x) = ל־0 במ"ש מתכנס fn (x) = 1
1+n2x2 הסדרה כי הוכח

x ∈ [1,∞) לכל הוכחה:

|fn (x)− 0| = |fn (x)| = 1
1 + n2x2 ≤

↑
1 ≤ x2

1
1 + n2 −→n→∞ 0

. מ.ש.ל. ולכן

?(0,∞) בקטע הנ"ל הפונקציות סדרת לגבי ומה

בקטע מכאן, . lim
n→∞

1
1+n2x2 = 0 גם ולכן lim

n→∞
1 + n2x2 =∞ לכן , lim

n→∞
n2x2 =∞ מתקיים , x > 0 לכל

נקודתית. fn −→ f ≡ 0 ש: מתקיים ,(0,∞)

sup
(0,∞)

{|fn (x)− 0|} = sup
(0,∞)

{|fn (x)|} = sup
(0,∞)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1

1 + n2x2︸ ︷︷ ︸
fn(x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ≥
∣∣∣∣fn( 1

n

)∣∣∣∣ = 1
1 + n2 · 1

n2

= 1
2 > 0

מתקיים n > Nε שלכל כך Nε קיים לא ε = 1
4 עבור בפרט לכן , במ"ש fn −→ fש־ ייתכן לא בהכרח ולכן

sup |fn (x)− f (x)| < ε

.Iב־ רציפה f גם אזי , Iב־ רציפות fnו־ , I בקטע במ"ש fn −→ f אם משפט:

במ"ש. איננה ההתכנסות אזי , רציפה לא fאך־ , רציפות fnש־ כך fn −→ f נתון אם מסקנה:

פונקציות טורי

פונקציות. טורי של נקודתית התכנסות

Sk (x) = להיות Sk (x) פונקציות סדרת נגדיר .I בקטע המוגדרות פונקציות, סדרת fn (x) תהיינה הגדרה:

.
k∑

n=1
fn (x)

lim
k→∞

Sk (x) = lim
k→∞

k∑
n=1

fn (x) =
∞∑
n=1

fn (x) = f (x) גם אזי I ′ ⊆ I בקטע Sk (x) −→
k→∞

f (x) אם אזי,

.I ′ בקטע

בקטע מקיימת , שלו הסס"חים סדרת אם f (x)ל־ במ"ש מתכנס
∞∑
n=1

fn (x) ש־ נאמר שקול, באופן הערה:

lim
n→∞

sup |Sn (x)− f (x)| = 0 :I

. an −→ 0 שמתקיים כך , supI |Sn (x)− f (x)| = 0 ≤ an אם או
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במ"ש להתכנסות קושי מבחן

שלכל כך Nε קיים ε > 0 לכל אםם , במ"ש מתכנסת fn הסדרה .I בקטע המוגדרות פונקציות סדרת fn תהי
.|fn (x)− fm (x)| מתקיים , x ∈ I כל עבור m > n > N

במ"ש בו מתכנס Iב־ המוגדר
∞∑
k=1

uk (x) פונקציות שטור נקבל שלהם לסס"חים זאת ניישם אם טורים, עבור

מתקיים m > n > Nε שלכל כך Nε קיים ε > 0 לכל אםם

.x ∈ I לכל ,

∣∣∣∣∣ m∑
k=n+1

uk (x)

∣∣∣∣∣ < ε

∣∣∣∣u (x)−
m∑
k=1

uk (x)
∣∣∣∣ < m,nמתקיים > Nε לכל שעבורו, Nε קיים אזי , במ"ש ומתכנס

∞∑
k=1

uk (x) = u (x) אם הוכחה:

המשולש: אי־שוויון לפי מתקיים , m > n עבור בפרט ולכן ,

∣∣∣∣u (x)−
n∑
k=1

uk (x)
∣∣∣∣ < ε

2 וכן , ε2∣∣∣∣∣
m∑
k=1

uk (x)− u (x) + u (x)−
n∑
k=1

uk (x)

∣∣∣∣∣ ≤T.I
∣∣∣∣∣
m∑
k=1

uk (x)− u (x)

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣u (x)−

n∑
k=1

uk (x)

∣∣∣∣∣ < ε

2 + ε

2 = ε

16 שיעור

ווירשטראס של ההשוואה מבחן

k שלכל כך מתכנס,
∞∑
k=1

ak חיוביים מספרים טור קיים אם .I בקטע המוגדרות פונקציות טור
∞∑
k=1

uk (x) יהי

.Iב־ במ"ש מתכנס
∞∑
k=1

uk (x) הטור אזי |uk (x)| ≤ akש־ כך x ∈ I כל עבור טבעי,

:1 דוגמה

.Rב־ במ"ש מתכנס
∞∑
n=1

cos(nx)
n2 שהטור ∣∣∣הוכח cos(nx)

n2

∣∣∣ = |cos(nx)|
n2 ≤ 1

n2 מתקיים: x ∈ R שלכל מכיוון

.Rב־ במ"ש מתכנס שלנו הטור גם ווירשטראס של ההשוואה מבחן ע"פ אזי מתכנס,
∑ 1

n2 שהטור ומכיוון

:2 דוגמה

(0 < a < 1) ? [−a, a]ב־ במ"ש מתכנס האם ,
∑

(−1)n x3n n(1−)∣∣נתון x3n
∣∣ = |x|3n ≤ a3n =

(
a3)n מתקיים: x ∈ [−a, a] שלכל כיוון
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גם ווירשטראס, של ההשוואה מבחן ע"פ לכן מתכנס1.
∑(

a3)n ולכן 0 < a3 < 1 ⇐= 0 < a < 1 ש: וכיוון

מתכנס.
∞∑
n=1

(−1)n x3n שלנו הטור

Nε קיים ε > 0 לכל כלומר, קושי, קריטריון את מקיים הוא ולכן מתכנס,
∞∑
k=1

ak טור קים הנתון ע"פ הוכחה:

גם: מתקיים כי נקבל Nε את נבחר אם ,ε אותו עבור אבל,

∣∣∣∣∣ m∑
k=n+1

ak

∣∣∣∣∣ < ε מתקיים m > n > Nε שלכל כך

∣∣∣∣∣
m∑

k=n+1
uk (x)

∣∣∣∣∣ ≤︸︷︷︸
TI

m∑
k=n+1

|uk (x)| ≤
m∑

k=n+1
ak < ε

במ"ש. מתכנס ולכן קושי, קריטריון את מקיים
∞∑
k=1

uk (x) הטור גם כלומר,

דיני משפט

עולה, סדרה fn אם ,f רציפה לפונקציה נקודתית ,a]המתכנסות b] סגור בקטע רציפות פונקציות סדרת fn תהי
במ"ש. fn −→ f אזי ,fn+1 (x) ≥ fn (x) מתקיים x ∈ [a, b] לכל כלומר

לטורים דיני משפט

לסס"חים) במעבר מיידית (מתקבל

רציפה לפונקציה מתכנס
∞∑
n=1

un (x) הטור גם ,[a, b] בקטע שליליות ואי רציפות פונקציות סדרת un (x) תהי

במ"ש. היא ההתכנסות אזי ,u (x)

דוגמה

x ∈
[
π
4 ,

3π
4
]
לכל , 0 < sin x ≤ 1 זה בקטע אז

[
π
4 ,

3π
4
]
בקטע במ"ש מתכנס האם , fn (x) = n

√
sin x נתון

מתקיים זה בקטע לכן ,( n
√
q −→
n→∞

1 ולכן , 0 < q < 1 בתור sin xל־ (נתייחס n
√

sin x −→
n→∞

1 ולכן:

רציפה. פונקציה היא fו־ fn (x) −→
n→∞

f = 1

דיני. משפט תנאי את מקיימת fn (x)ש־ נראה

ש: מכיוון

(sin x)n = (sin x)n · 1 ≥ (sin x)n · sin x = (sin x)n+1

0 < q < 1 עבור מתכנס
∑

qn תזכורת: 1
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ש: ונקבל האגפים משני n (n+ 1) שורש נוציא כעת,

(sin x)
n

n(n+1) ≥ (sin x)
n+1

n(n+1)

(sin x)
1

n+1 ≥ (sin x)
1
n

n+1
√

sin x ≥ n
√

sin x
fn+1 (x) ≥ fn (x)

במ"ש. היא ההתכנסות דיני, משפט ע"פ ולכן,

ולכן 0 < sin x ≤ 1 מתקיים 0 < x < π לכל ?(0, π) בקטע שואפת הפונקציה לאן נשאל נוספת: שאלה
:ε מ־ֵ גדול הפרש שיש נראה במ"ש? האם אבל, .(0, 1) בקטע n

√
sin x −→ f ≡ 1 כלומר n

√
sin x −→

n→∞
1

sup |fn (x)− f (x)| = sup
(0,π)

∣∣∣ n√sin x− 1
∣∣∣ . . . =⇒ n− 1 −→∞

דיריכלה משפט

ותהי (Iב־ כלשהו M ע"י חסום שלו שהסס"ח פונקציות טור (כלומר I בכל חסום פונקציות, טור
∞∑
k=1

bk (x) יהי

.Iב־ במ"ש מתכנס
∞∑
k=1

ak (x) bk (x) אזי I בקטע (במ"ש) ak (x) −→
k→∞

0 ש: כך פונקציות סדרת an (x)

אבל משפט

לכל |ak (x)| ≤ M כלומר: , I בכל חסומה ak (x) והסדרה ,I בקטע במ"ש מתכנס
∞∑
k=1

bk (x) הטור אם

.Iב־ במ"ש מתכנס
∑
akbk הטור גם אזי , x ∈ I
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17 שיעור

איבר איבר גזירה / איבר איבר אינטגרציה

סדרות. גירסת איבר, איבר אינטגציה

אינטגרבילית f אזי [a, b] סגור בקטע fל־ במ"ש המתכנסות רציפות פונקציות ספדרת היא fn אם משפט:2

lim
n→∞

b∫
a

fn (x) dx =
b∫
a

f (x) ומתקיים

צריך השוויון, את להוכיח בכדי אינטגרבילית. ולכן רציפה f גם אזי רציפות, fn של שהפונקציות כיוון הוכחה:
מתקיים: n > Nε שלכל כך Nε קיים ε > 0 שלכל ∣∣∣∣∣להראות b∫a f (x) dx−

b∫
a

fn (x) dx

∣∣∣∣∣ < ε

מתקיים: אזי .ε > 0 יהי

∣∣∣∣∣∣
b∫
a

f (x) dx−
b∫
a

fn (x) dx

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
b∫
a

(f (x)− fn (x)) dx

∣∣∣∣∣∣ ≤︸︷︷︸
T.I

b∫
a

|(f (x)− fn (x))| dx

מתקיים x ∈ [a, b] שלכל כך Nε ֳֳ קיים ε אותו שעבור הרי , [a, b] בקטע fn −→
n→∞

fש־ כיוון אבל

.|f (x)− fn (x)| < ε
b−a

מתקיים: כי נקבל ∣∣∣∣∣∣לכן,
b∫
a

f (x) dx−
b∫
a

fn (x)

∣∣∣∣∣∣ ≤
b∫
a

|f (x)− fn (x)| dx < (b− a) · ε

b− a
= ε

מ.ש.ל.

גם אזי במ"ש, lim
n→∞

fn = f אם ז"א: והגבול. האינטגרל בין הסדר את להחליף מאפשר הנ"ל המשפט הערה:

lim
n→∞

b∫
a

fn (x) dx =
b∫
a

lim
n→∞

fn (x) dx =
b∫
a

f (x) dx

b∫
a

∞∑
n=1

un (x) = אזי בקטע, במ"ש המתכנס [a, b]ב־ רציפות פונקציות של ,טור
∞∑
n=1

un (x) יהי משפט:

∞∑
n=1

b∫
a

un (x)

במבחן להופיע עלול זה משפט כי מעיר שנפס 2
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הטענה. את נקבל הנ"ל, לטור המתאים בסס"ח נתבונן אם אזי סדרות, לגבי נכונות הוכחנו טריוויאלי, הוכחה:

דוגמה:

אפשרי) זה באם 0 < a < 1) t ∈ [−a, a] כאשר [0, t] בקטע זה טור של האינטגרל את חשב ,
∞∑
n=0

(−1)n x2n

0 < a2 < 1 עם גיאומטרי כטור מתכנס
∑(

a2)n שהטור כיוון −a < x < x לכל במ"ש: מתכנס שהטור נוכיח
במ"ש. מתכנס שלנו הטור ווירשטראס, של ההשוואה מבחן ע"פ לכן ,

∞∑
n=0

(−1)n x2n = 1− x2 + x4 − לכן , a(1−qn)
1−q −→

n→∞
a

1−q הוא a, aq, aq2, . . . גיאומטרי, טור שסכום נזכיר

:3 ולכן ,
a = 1
q = −x2 כאן: במקרה כלומר , x6 + x8 − . . .

. [−a, a]ב־ x לכל
∞∑
n=0

(−1)n x2n = 1
1−(−x2) = 1

1+x2

מתקיים: איבר איבר אינטגרציה משפט ע"פ אז במ"ש מתכנס שהטור כיוון

t∫
0

∞∑
n=0

(−1)n x2n =
∞∑
n=0

(−1)n
t∫

0

x2ndx =
∞∑
n=0

(−1)n x2n+1

2n+ 1 |
t
0 =

∞∑
n=0

(−1)n t2n+1

2n+ 1

שני, מצד

t∫
0

∞∑
n=0

(−1)n x2ndx =
t∫

0

1
1 + x2 dx = arctan (x) |t0 = arctan (t) =

∞∑
n=0

(−1)n t2n+1

2n+ 1

arctan (t) =
t∫

0

∞∑
n=0

(−1)n x2n מכאן,

טורים עבור איבר איבר גזירה

נקודתית מתכנס
∑
un (x)ש־ כך [a, b]ב־ רציפות נגזרות בעלות פונקציות של סדרה un (x) תהי משפט:

u אזי [a, b] בקטע במ"ש מתכנס
∑
u′n (x) הנגזרות, טור אם u (x)ל־

u′ (x) = (
∑
un (x))

′
=
∑
u′n (x) כלומר: , u′ (x) =

∑
u′n (x) מתקיים x ∈ [a, b] ולכל גזירה

גיאומטרי טור על שהראינו מה לפי 3
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התנאים לחשיבות דוגמה

נקבל איבר, איבר אותו נגזור אם במ"ש. מתכנס ולכן ,
∞∑
n=1

1
2n המס' טור ע"י חסום זה טור ,

∞∑
n=1

sin(2nx)
2n

4 מתבדר. והוא
∞∑
n=1

2n·cos(2nx)
2n =

∞∑
n=1

cos (2nx)

סדרות עבור איבר איבר גזירה

מתכנסת (f ′n) הסדרה אם אזי [a, b]ב־ נקודתית fn −→ fו־ [a, b]ב־ ברציפות גזירות פונקציות סדרת fn תהי
כלומר f ′ (x) = lim

n→∞
f ′n (x) מתקיים x ∈ [a, b] לכל אזי במ"ש

.f ′n (x) −→ f ′ (x)

דוגמה

.−1 < x < 1 בקטע
∞∑
n=1

nxn של הביטוי את חשב

עבור [−a, a] בקטע במ"ש מתכנס 5
∞∑
n=1

nxn−1 שהטור נוכיח ראשית, איבר: איבר גזירה במשפט נשתמש

מבחן ע"פ מתכנס
∑
nan−1 שהטור וכיוון ,

∣∣nxn−1
∣∣ ≤ n · |x|n−1 ≤ nan−1 , x ∈ [−a, a] לכל .0 < a < 1

מתכנס. הטור ולכן an+1
an

= (n+1)an
nan−1 = n+1

n · a −→n→∞ 1 · a = a < 1 ואז an = nan−1 נגדיר המנה:

במ"ש. מתכנס
∑
nxn−1 הטור גם ווירשטראס, מבחן ע"פ לכן,

משפט ע"פ ולכן
∑
xn = 1

1−x כי הוכחנו עבורו אשר
∑
xn הטור של איבר איבר גזירה הוא

∑
nxn−1 הטור

מתקיים: איבר איבר גזירה

∑
nxn−1 =

∑
(xn)

′
=
(∑

xn
)′

=
(

1
1− x

)′
= 1

(1− x)2

ויתקיים:
∑
nxn = x

(1−x)2 נקבל: xב־ האגפים שני את נכפיל אם ולכן

∑
n2xn−1 =

∑
(nxn)

′
=
(∑

nxn
)′

=
(

x

(1− x)2

)′

שתעבוד! מובטח לא לעיל הטכניקה במ"ש, מתכנס איננו הנגזרות טור אם 4∑
xn של הנגזרות טור שהוא 5
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18 שיעור

חזקות טורי

כאשר
∞∑
n=0

anx
n = a0 + a1 · x+ a2 · x2 + a3 · x3 + . . . מהצורה טור הוא אפס סביב חזקות טור הגדרה:

ממשיים. מספרים של סדרה הוא an

.a0 הוא x = ב־0 הטור שערך לב נשים

אפס) סביב לטור לעבור נוכל t = x− a הצבה (ע"י
∞∑
n=0

an (x− a)n מהצורה הוא a סביב חזקות טור

.a0 הוא הטור ערך אז x = a נציב אם כאן,

דוגמאות

. 1
1−x ל־ (−1, ב־(1 מתכנס שהוא כבר ראינו כי כאן נזכיר .an = 1 עם אפס סביב חזקות טור הוא

∞∑
n=0

xn

.(1, 3) הוא ההתכנסות ותחום an = 1 עם 2 סביב חזקות טור הוא
∞∑
n=0

(x− 2)n

an = n עם 0 סביב חזקות טור
∞∑
n=0

nxn

חזקות טור של התכנסות רדיוס

(בהגדרה R =


1
c c 6= 0,∞
0 c =∞
∞ c = 0

נגדיר , c = lim sup
n→∞

n
√
|an| נסמן חזקות, טור

∞∑
n=0

anx
n יהיה משפט:

אזי: (R = 1
lim sup
n→∞

n
√
|an|

נרשום: פשוט שקולה,

|x| > R לכל ומתבדר (−R,R) בקטע ממשי x לכל בהחלט מתכנס
∞∑
n=0

anx
n הטור א)

כך [r1, r2] קטע בכל (ובפרט .0 ≤ r < R כאשר [−r, r] קטע בכל במ"ש מתכנס
∞∑
n=0

anx
n הטור ב)

( −R < r1 < r2 < Rש־

הטור. של ההתכנסות רדיוס נקרא R הערה:

33



דוגמאות

הטור? התכנסות תחום מהו ,
∞∑
n=0

nxn חזקות טור יהי :1 דוגמה

.(−1, ב־(1 מתכנס הטור ולכן R = 1 כלומר , R = 1
lim
n→∞

n
√
n

= 1
1 = 1 לכן , an = n זה, במקרה

∞∑
n=0

n · (−1)n מתקיים , R = −1 ועבור
∞∑
n=0

n · 1n =
∞∑
n=0

n −→∞ מתקיים , R = 1 עבור בקצוות: נבדוק

. (−1, 1) הוא הטור התכנסות תחום ולכן

הטור? התכנסות תחום מהו ,
∞∑
n=0

1
nx

n חזקות טור יהי :2 דוגמה

מתכנס הטור ולכן R = 1 כלומר , R = 1
lim
n→∞

n
√

1
n

= 1
lim
n→∞

n√1
n√n

= 1
1
1

= 1 לכן , an = 1
n זה, במקרה

.(−1, ב־(1

מתקיים , R = −1 ועבור מתכנס, לא והוא
∞∑
n=0

1
n · 1

n =
∞∑
n=0

1
n מתקיים , R = 1 עבור בקצוות: נבדוק

. [−1, 1) הוא הטור התכנסות תחום לכן מתכנס. כן והוא
∞∑
n=0

1
n · (−1)n

טור את קיבלנו כלומר, ,
∞∑
n=0

n!xn! = 1 + 1 · 1x1 + 2 · x2 + 3!x3!︸︷︷︸
6·x6

+ 4!x4!︸︷︷︸
24·x24

+ . . . חזקות טור יהי :3 דוגמה

ak =
{

0 k 6= n!
n! k = n!

כאשר
∞∑
k=0

akx
k החזקות

תחום לכן , R = 1
lim sup
n→∞

k
√
|ak|

= 1
lim sup
n→∞

n!√
n!

= 1
1 = 1 :R את נחשב , k

√
ak =

{
k
√

0 k 6= n!
n!
√
n! k = n!

ולכן

.(−1, 1) הוא הטור התכנסות

lim sup
n→∞

∣∣∣ ak
ak+1

כ־∣∣∣ גם R את לחשב ניתן הערה:

חזקות לטור איבר איבר וגזירה איבר איבר אינטגרציה

((−R,R)ב־ מתכנס (כלומר, R התכנסות רדיוס בעל חזקות טור
∞∑
n=0

anx
n אם משפט:

אזי: f (x) :=
∞∑
n=0

anx
n את (−R,R)ב־ נגדיר אם

( רציפה f ,לכן רציף סכומם רציף, הוא xn מהצורה איבר (כל (−R,R) בקטע רציפה f א)
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x∫
0
f (t) dt =

∞∑
n=0

an
n+1 · x

n+1 ומתקיים [−r, r] בקטע fאינטגרבילית ,0 < r < R לכל ב)

f ′ (x) =
∞∑
n=1

nanx
n−1 היא ונגזרתה גזירה ולכן (−R,R) בין רציפה f ג)

19 שיעור

−R, R ב־ חזקות טור התכנסות

.[−r, r]ב־ במ"ש מתכנס הטור 0 < r < R לכל אזי ,R התכנסות רדיוס עם חזרות טור
∞∑
k=0

akx
k יהי משפט:

.(−R,R)ב־ במ"ש להתכנס יכול לא הוא אזי , x = Rב־ מתבדר החזקות טור אם

[0, R] בקטע במ"ש מתכנס הוא אזי (x = −R (בנקודה x = R בנקודה בתנאי אפילו מתכנס החזקות טור אם
([−r, 0])

הוא אזי
x = R
x = −R ב־ מתכנס הטור בנוסף אם (−R,R)ב־ רציפה לפונקציה מתכנס החזקות טור מקרה בכל

(−R,R]
[−R,R)

R
−R ב־ גם רציף

דוגמה

.arctan x של טיילור טור חשב תרגיל:

ע"פ אזי , 0 < r < 1 עבור [−r, r] בכל במ"ש היא וההתכנסות 1
1+x2 =

∑
(−1)n x2nש כיוון פתרון:

כלומר: ,
∫ 1

1+x2 = arctan x אבל
∫ 1

1+x2 =
∑

(−1)n x2n+1

2n+1 ש־ מתקיים איבר איבר אינטגרציה משפט

arctan x =
∑

(−1)n x2n

2n+1

כלומר: שלה. טיילור טור גם זהו בהכרח כי נובע פונקציה, של חזקות לטור הפיתוח יחידות משפט בגלל אבל
arctan(2n+1)(0)

(2n+1)! = (−1)n 1
2n+1

טיילור לטור f פיתוח

מכיוון .an = f(n)(0)
n! כאשר

∞∑
n=0

anx
n חזקות כטור להגדיר ניתן אזי אפס, סביב פעמים אינסוף גזירה f אם

:Rל־ צורות 2 נראה חזקות. לטורי ההתכנסות משפטי כל את עליו להפעיל ניתן חזקות, טור שזהו

R = lim
n→∞

1
n
√
|an|

= lim
n→∞

1
n

√
f(n)(0)
n!

R = lim
n→∞

an
an+1

= lim
n→∞

f (n) (0)
n! · (n+ 1)!

f (n+1) (0)
= lim
n→∞

(n+ 1) · f (n) (0)
f (n+1) (0)
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מתכנסת בהכרח לא f (x)ש־ היא התשובה .(−R,R)ב־ f (x) =
∞∑
n=0

f(n)(0)
n! xn האם היא הנשאלת השאלה

.a ≤ R כאשר (−a, a)ב־ רק לטור

דוגמה

הוא שלה טיילור טור כלומר f (n) (0) ומתקיים אפס סביב פעמים אינסוף גזירה , f (x) =
{
e−

1
x2 x 6= 0

0 x = 0

lim
n→∞

1
n√0 ש־∞→− מכיוון , ∞ הוא שלה Rה־ ,

∑ f(n)(0)xn
n! =

∑
0 · xn = 0

טיילור לטור התכנסות משפט

. f (x) =
n∑
k=0

f(k)(0)
k! xk +Rn (x) אזי 0 סביב פעמים אינסוף גזירה f אם

.(−R,R)ב־ lim
n→∞

Rn (x) = 0 אם רק (−R,R)ב־ שלה טיילור לטור מתכנסת f

ξ ∈ (0, x) , Rn (x) = f(n+1)(ξ)
(n+1)! x

n+1 כי: הקורס בתחילת למדנו

חזקות לטור הפיתוח יחידות

של טיילור טור זהו אזי f (x) =
∞∑
n=0

anx
n בצורה (−a, a) בקטע חזקות כטור להצגה ניתנת f (x) אם

f (n) (0) = n!an כלומר , an = f(n)(0)
n! מתקיים n ולכל אפס, סביב פעמים אינסוף גזירה f כלומר הפונקציה.

20 שיעור

משתנים 2 עם פונקציות

לכל .f (x, y) = sin(x2+y2)
x2+y2 לדוגמה . f (x, y)כ־ יסומן f : R2 −→ R פונקציה היא משתנים 2 עם פונקציה

.D ⊆ R2 הוא ההגדרה תחום יחיד. ערך יש D ההגדרה ,xבתחום y

. (x0, y0, f (x, y)) מהצורה R3 במרחב היא הפונקציה גרף

(
x0
y0

)
∈ D :R2ב־ כווקטור תסומן Dב־ נקודה

f (x, y) ∈ c מתקיים x, y ∈ Dc שלכל כך Dc ⊂ D︸︷︷︸
Domain

קבוצה היא הפונקציה של C גובה קו הגדרה:
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משתנים ב־2 גבול הגדרת

|y − y0| < δε וגם |x− x0| < δε שלכל כך δε קיים ε > 0 לכל אם אזי , x0, y0 של בסביבה מוגדרת f תהי
lim

x→ x0
y → y0

f (x, y) = L נגדיר אזי , |f (x, y)− L| < ε מתקיים

לדוגמה תרגיל

. lim
x→ 2
y → 3

f (x, y) = 0 , כי הוכח .f (x, y) = (x− 2) (y − 3) משתנים. 2 עם פונקציה נתונה

|(x− 2) (y − 3)− 0| = |x− 2| |y − 3| < ומתקיים:
|x− 2| < δε =

√
ε

|y − 3| < δε =
√
ε
ואז: ,δε =

√
ε נבחר , ε > 0 לכל

.
√
ε
√
ε = ε

משתנים ב־2 פונקציות רציפות

fש־ נאמר אזי lim
x→ x0
y → y0

f (x, y) = f (x0, y0) ומתקיים , 6(x0, y0) של מלאה בסביבה מוגדרת f (x, y) אם

.x0, y0ב־ רציפה

סדרות באמצעות גבול הגדרת

f (xnyn) −→ L מתקיים (xn, yn) −→ (x0, y0) סדרה לכל אםם lim
x→ x0
y → y0

f (x, y) = L כי נאמר

לדוגמה תרגילים

.(0, ב־(0 הגבול קיים לא , f (x, y) = x
y עבור כי הוכח (1

, f (xn, yn) = xn
yn

=
1
n
1
n

= 1 אבל xn −→
n→∞

0 ←−
∞←n

yn כי וברור xn = 1
n , yn = 1

n נבחר

.(0, ב־(0 קיים לא הגבול ולכן f (xn, yn) = xn
yn

=
2
n
1
n

= 2 6= 1 נקבל , 2
n להיות xn את נבחר אם ז"א

y0וב־ x0ב־ מוגדרת כלומר 6
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lim
x→ 0
y → 0

f (x, y) = sin(x2+y2)
x2+y2 חשב (2

הרכבה: ע"פ לכן, . t→ 0 אזי
x→ 0
y → 0 כאשר ולכן lim

x→ 0
y → 0

x2 + y2 = 0 + 0 = 0 אזי , t = x2 + y2 נגדיר

lim
x→ 0
y → 0

f (x, y) =
sin
(
x2 + y2)

x2 + y2 = lim
t→0

= sin (t)
t

= 1

 lim
x→ 0
y → 2

sin (xy)
xy


︸ ︷︷ ︸
t = xy
t→ 0 ,

sin t
t −→1

·

 lim
x→ 0
y → 2

y


︸ ︷︷ ︸

−→2

= 1 · 2 = 2 ואז lim
x→ 0
y → 2

sin(xy)
x = lim

x→ 0
y → 2

(
sin(xy)
xy , y

)
(3

lim
x→ 0
y → 0

x2y
x2+y2 חשב (4

שלנו הפונקציה גם סנדוויץ' ע"פ ולכן 0 ≤
∣∣∣ x2y
x2+y2

∣∣∣ =
∣∣∣ x2

x2+y2

∣∣∣ |y| ≤ 1 · |y| = |y| −→
y→0

0 מתקיים: x, y לכל

לאפס. שואפת

רציפות פונקציות תכונות

רציפה פונקציה היא רציפות פונקציות של הרכבה .1

m ≤ f (x, y) ≤M מקיימת וחסום, סגור D בתחום רציפה פונקציה כל .2

ערך מקבלת f שעבורם (xM , yM ) ∈ Dו־ מינימום, ערך מקבלת f שעבורם (xm, ym) ∈ D קיימים .3
מקסימום.

דוגמה

.r > 0 כאשר D = {[r, 1]× [r, 1]} אזי f (x, y) = 1
xy , f (x, y) = 1

x
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21 שיעור

חלקיות נגזרות

בסביבת קבוע y כאשר ,x , אחד במשתנה כפונקציה גזירה f (x, y) אם .Dב־ המוגדרת פונקציה f (x, y) תהי
אזי: x, y

:y לפי הנגזרת , ∂f(x,y)
∂x = lim∆x→0

f(x0+∆x,y0)−f(x0,y0)
∆x :x לפי הנגזרת

∂f(x,y)
∂y = lim∆y→0

f(x0,y0+∆y)−f(x0,y0)
∆y

ע"י , x0, y0 באזור ערכיה את לקרב ניתן (כלומר (x0, y0)ב־ דיפרנציאלית f (x, y) שפונקציה נאמר הגדרה:
משיק). מישור

לכל לכתוב וניתן f ′y (x0, y0) , f ′x (x0, y0) קיימות אם
f (x0 +∆x, y0 +∆y) = f (x0, y0) +∆x · f ′x (x0, y0) +∆y · f ′y (x0, y0) + o (∆x) + o (∆y)

(
∂f(x,y)
∂x , ∂f(x,y)

∂y ,−1
)

שהוא: שלו האנך המשיק המישור ע"י מיוצג הוא x, y בנקודה f (x, y)ל־ אזי

(x0, y0)ב־ רציפה f אזי (x0, y0)ב־ דיפרנציאבילית f (x, y) אם משפט:

(x0, y0)ב־ דיפרנציאבילית f אזי (x0, y0) רציפות ∂f(x,y)
∂y , ∂f(x,y)

∂x הנגזרות אם משפט:

קיים. lim
x→ x0
y → y0

f (x, y) = f (x0, y0) הגבול אם (x0, y0)ב־ רציפה f (x, y) שפונקציה נזכיר

היא ∂f(x,y)
∂y = ו־0 ∂f(x,y)

∂x = 0 אם אזי (x0, y0)ב־ דיפרנציאבילית f (x, y) אם האקסטרמום: משפט
(אקטרמום). קיצון נקודות שם מקבלת

החשודות הנקודות מקומי. ומקסימום מקומי מינימום מקבלת וחסום סגור בתחום המוגדרת f (x, y) משפט:
הן: כקיצון

∂f(x,y)
∂y = 0 ∧ ∂f(x,y)

∂x = ו־0 .(x0, y0)ב־ דיפרנציאבילית f .1

התחום. בקצוות .2

דיפרנציאבילית. איננה f (x, y)ש־ היכן .3
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שני מסדר החלקיות הנגזרות מבחן

∆ = נגדיר ,

(
∂f
∂x∂y

∂f
∂x∂y

∂f
∂x2

∂f
∂y2
≡

)
רציפות שני מסדר חלקיות נגזרות לה שיש f (x, y) פוקציה תהי משפט:

f ′xx (x0, y0) f ′yy (x0, y0)−
(
f ′xy (x0, y0)

)2

(x0, y0)ב־ מקומי מינימום fל־ יש אזי f ′xx (x0, y0) > ו־0 ∆ > 0 אם .1

(x0, y0)ב־ מקומי מקסימום fל־ יש אזי f ′xx (x0, y0) < ו־0 ∆ < 0 אם .2

(R3ב־ פיתול (נק' "אוכף" נקודת יש fל־ אם f ′xx (x0, y0) > ו־0 ∆ < 0 אם .3

לדעת. אפשר אי ∆ = 0 אם .4

∇f
(
∂f(x0,y0)

∂x , ∂f(x0,y0)
∂y

)
גראד:

השרשרת: כלל

f (x, y) = z = x2y
x = t2

y = t3

dz

dt
= ∂z

∂x
· dx
dt

+ ∂z

∂y
· dy
dt

= 2xy · 2t+ x2 · 3t2 = 2t2t3 · 2t+ t4 · 3t2

z = exy = e(2u+v)·uv x = 2u+ v
y = u

v

∂z

∂u
= ∂z

∂x
· ∂x
∂u

+ ∂z

∂y
· ∂y
∂u

= ∂z

∂v
= ∂z

∂x
· ∂x
∂v

+ ∂z

∂y
· ∂y
∂v

∂z

∂v
= yexy · z + xexy · 1

v
= u

v
· e(2u+v)·uv · (2u+ v) · e
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