
תרגולים ־ 2 אינפי
.2012 אילן בר אונ' בלז'ניאק, ויקטוריה גב' של תרגולים על מבוסס

1 שיעור

טיילור טורי

הגדרה:

.a לנקודה מסביב f (x) של טיילור טור הוא
∞∑
k=0

f(k)(a)
k! (x− a)k =

∞∑
k=0

f(k)(a)
k! (x− a)k +Rn (x)

f (x) =
∞∑
k=0

f(k)(a)
k! (x− a)k אז lim

n−→∞
Rn (x) = 0 אם הטור. של השארית הוא Rn (x)

השארית: של לגרנז' צורת

.0 ≤ t ≤ 1 עבור c = a+ t (x− a) המקיימת נק' היא c כאשר Rn (x) = f(n+1)(c)
(n+1)! (x− a)n+1

תרגיל:

[0, 1] בקטע f (x) = ln (1 + x) של 9 מסדר (a = 0) מקלורן בנוסחת השארית את העריכו

R9 (x) צ"ל , n = 9 , x ∈ [0, 1] נתון

|R9 (x)| =
∣∣∣∣f (10) (c)

10! x10
∣∣∣∣︸ ︷︷ ︸

c = tx
0 ≤ t ≤ 1
0 ≤ x ≤ 1

=⇒ 0 ≤ c ≤ 1

≤︸︷︷︸
0≤x≤1

|f(10)(c)|
10!

f ′ (x) = 1
1+x , f

′′ (x) = − 1
(1+x)2 , f ′′′ (x) = 1·2

(1+x)3 , f (4) (x) = − 1·2·3
(1+x)4 , . . . , f (n) (x) = הנגזרת: את נחשב

(−1)n+1 (n−1)!
(1+x)n

f∣∣ואז: (10) (c)
∣∣

10! ≤︸︷︷︸
0 ≤ c ≤ 1

1 ≤ c+ 1 ≤ 2
=⇒ 1

1+c ≤ 1

∣∣∣(−1)11 9!
∣∣∣

(1 + c)10 10!
≤ 9!

10! = 1
10
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תרגיל:

העשרונית. הנקודה אחרי ספרות 5 של בדיוק cos 5◦ של המקורב הערך את חשבו

נתון:

x = 5◦ = 5 · π
180 = π

36

:n =? צ"ל ,|Rn (x)| < 0.5 · 10−5

מקלורן: בטור נשתמש

|Rn (x)| =
∣∣∣∣f (n+1) (c)

(n+ 1)! ·
( π

36

)n+1
∣∣∣∣ ≤︸︷︷︸
|f(n+1)(c)≤1|

∣∣∣∣ 1
(n+ 1)! ·

( π
36

)n+1
∣∣∣∣ < 0.5 · 10−5

השוויון. אי את שיקיים הראשון nל־ שמגיעים עד n = 0, 1, 2, . . . מציבים
1
3! ·
(
π
36
)3 ≈ 0.1 · 10−3 > 0.5 · 10−5 נקבל ,n = 2 עבור

1
4! ·
(
π
36
)4 ≈ 0.2 · 10−4 < 0.5 · 10−5 נקבל ,n = 3 עבור

יותר המדוייק הערך , cos
(
π
36
)
∼ 1 − ( π36 )2

2 ≈ 0.996192 הערך: את x במקום נציב ,cosx ∼ 1 − x2

2 ולכן
0.996194

תרגיל:

של מובטח דיוק עם 1− x2

2 + x4

4! ע"י cosxל־ קירוב לחשב ניתן שבו x = 0 את המכיל x ערכי של קטע מצאו
הנקודה. אחרי ספרות 4

|R5 (x)| < 0.5 · 10−4 ,n = 5 נתון:

|R5 (x)| =
∣∣∣∣f (6) (c)

6! x6
∣∣∣∣ ≤︸︷︷︸
|f(6)(c)|≤1

|x|6

6! < 0.5 · 10−4

|x|6 < 6! · 0.5 · 10−4 =⇒ |x| < 6
√

6! · 0.5 · 10−4 ≈ 0.575 =⇒ −0.575 < x < 0.575

תרגיל:

עם [−1, 1] בקטע הפונקציה את המקרב פולינום לקבל כדי לקחת צריך ex של מקלורן בנוסחת איברים כמה
?10−3 דיוק

:n =? צ"ל ,|Rn (x)| < 10−3 , x ∈ [−1, 1] נתון:
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|Rn (x)| =
∣∣∣∣f (n+1) (c)

(n+ 1)! x
n+1
∣∣∣∣ =︸︷︷︸

c = tx
0 ≤ t ≤ 1
−1 ≤ x ≤ 1

=⇒ −1 ≤ c ≤ 1

∣∣∣∣ ec (c)
(n+ 1)!x

n+1
∣∣∣∣ ≤︸︷︷︸
given:|x|≤1

ec

(n+ 1)! ≤
e

(n+ 1)! <
3

(n+ 1)! < 10−3

השוויון. אי את שמקיים הראשון nה־ עד n = 0, 1, 2, . . . נציב כעת
3

(n+1)! ≈ 4 · 10−3 > 10−3 נקבל n = 5 אם

3
(n+1)! ≈ 6 · 10−4 < 10−3 נקבל n = 6 אם

:6 חזקה עד מקלורן בטור איברים לקחת צריך ולכן

ex ∼
6∑
k=0

xk

k! = 1 + x+ x2

2 + x3

3! + x4

4! + x5

5! + x6

6!

חשובים: טורים

1
1− x =

∞∑
k=0

xk − 1 < x < 1

lim
k−→∞

∣∣∣∣uk+1

uk

∣∣∣∣ = lim
k−→∞

∣∣∣∣xk+1

xk

∣∣∣∣ = lim
k−→∞

|x| = |x| < 1

cosx =
∞∑
k=0

(−1)k x2k

(2k)! −∞ < x <∞

sin x =
∞∑
k=0

(−1)k x2k+1

(2k + 1)! −∞ < x <∞

ln (1 + x) =
∞∑
k=0

(−1)k x
k+1

k + 1 − 1 < x ≤ 1

arctan x =
∞∑
k=0

(−1)k x
2k+1

2k + 1 − 1 ≤ x ≤ 1

(1 + x)n︸ ︷︷ ︸
for n/∈N

= 1 +
∞∑
k=1

n · (n− 1) · . . . · (n− k + 1)
k! · xk − 1 < x < 1
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תרגיל:

הבאים: הגבולות את חשבו טיילור, בטורי שימוש ע"י

lim
x−→0

1−
√

1 + x2 cosx
tan4 x

=︸︷︷︸
L.H
” 0

0 ”

x+ . . .

tan x = sin x
cos x ∼ x+ . . . כי בעובדה ניעזר

√
1 + x2 =

(
1 + x2) 1

2 =︸︷︷︸
n= 1

2

1 + 1
2x

2 +
1
2 ·
( 1

2 − 1
)

2!
(
x2)2 + o

(
x4)

זניח) (שהוא הזנב כל את כולל o
(
x4) זה במקרה . lim

x−→0
o(xn)
xn = 0 להיות מוגדרת o (x) הפונקציה

lim
x−→0

1−
(

1 + x2

2 −
x4

8 + o
(
x4))(1− x2

2 + x4

4! + o
(
x4))

x4 + o (x4) =

lim
x−→0

(1− 1) +
(
− 1

2 + 1
2
)
x2 +

(
− 1

4! + 1
4 + 1

8
)
x4 + o

(
x4)

x4 + o (x4)

= lim
x−→0

x4


1
3︷ ︸︸ ︷(

− 1
24 + 1

4 + 1
8

)
+

−→0︷ ︸︸ ︷
o
(
x4)
x4



x4

1 +
o
(
x4)
x4︸ ︷︷ ︸
−→0


=

1
3
1 = 1

3

נחשב:

lim
x−→0

ex sin x− x (1 + x)
x3 = lim

x−→0

(
1 + x+ x2

2! + x3

3! + o
(
x3))(x− x3

3! + o
(
x3))− x− x2

x3
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= lim
x−→0

x+ x2 +
(
− 1

3! + 1
2!
)
x3 + o

(
x3)− x− x2

x3 = lim
x−→0

− 1
3! + 1

2! +

−→0︷ ︸︸ ︷
o
(
x3)
x3 = −1

6 + 1
2 = 1

3

2 שיעור

תרגילים

הנקודה. אחרי ספרות 3 של בדיוק 3
√

28 חשבו 3
√
x של מתאים טיילור טור בעזרת (1

:a = ל־27 מסביב 3
√
x של טיילור פיתוח נעשה פתרון:

f (x) = 3
√
x

3
√
x ∼ f (27) + f ′ (27)

1! (x− 27) + f ′′ (27)
2! (x− 27)2 + . . .

|Rn (28)| =
∣∣∣∣f (n+1) (c)

(n+ 1)! · (28− 27)n+1
∣∣∣∣ ≤ 0.5 · 10−3

f ′ (x) = 1
3x

1
3−1

f ′′ (x) = 1
3
( 1

3 − 1
)
x

1
3−2

...
f (n) (x) = 1

3
( 1

3 − 1
) ( 1

3 − 2
)
· . . . ·

( 1
3 − (n− 1)

)
x

1
3−n

|Rn (28)| =
∣∣∣∣∣ 1

3
( 1

3 − 1
)
· . . . ·

( 1
3 − n

)
c

1
3−n−1

(n+ 1)!

∣∣∣∣∣ ≤︸︷︷︸
27≤c≤28

∣∣∣∣∣∣
1
3
( 1

3 − 1
)
· . . . ·

( 1
3 − n

)
(n+ 1)! · 27

−3n−2
3︸ ︷︷ ︸

3−3n−2

∣∣∣∣∣∣ =
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∣∣∣∣1 (−2) · (−5) · . . . · (1− 3n)
3n+1 · (n+ 1)! · 33n+2

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣1 (−2) · (−5) · . . . · (1− 3n)

3n+1 · (n+ 1)! · 33n+2

∣∣∣∣ = 1 · 2 · 5 · . . . · (3n− 1)
34n+3 (n+ 1)! ≤ 0.5·10−3

השוויון. אי את שמקיים הראשון nה־ את למצוא צריך

:n = 1 נציב

1 · 2
37 · 2 ≈ 0.45 · 10−3 < 0.5 · 10−3

3
√

28 ∼ 3 + 1
27︸︷︷︸

f ′(27)

≈ 3.065 . . .

.π2 ל־ מסביב f (x) = cos (cosx) של טיילור בפיתוח מ־0) (השונים ראשונים איברים 3 מצא (2

f (x) ∼ f
(π

2

)
+
f ′
(
π
2
)

1!

(
x− π

2

)
+
f ′′
(
π
2
)

2!

(
x− π

2

)2
+ . . .

:cosx את נפתח

cosx = cos

x− π

2︸ ︷︷ ︸
α

+π

2


︸ ︷︷ ︸
cos(α+π

2 )=− sin(α)

= − sin
(
x− π

2

)

ולכן: ,sin x ∼ x− x3

3! + . . . מוכר: מקלורן לטור sin x של הפיתוח

cosx = − sin
(
x− π

2

)
∼ −

(
x− π

2

)
+
(
x− π

2
)3

3! − . . .

cos (cosx) = cos
(
−
(
x− π

2

)
+
(
x− π

2
)3

3! − . . .

)
∼
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1− 1
2

(
−
(
x− π

2

)
+
(
x− π

2
)3

3! − . . .

)2

+ 1
4!

(
−
(
x− π

2

)
+
(
x− π

2
)3

3! − . . .

)4

− . . .

∼ 1− 1
2

(
x− π

2

)2
(

1 +
(
x− π

2
)2

3! − . . .

)2

+ 1
4!

(
x− π

2

)4
(

1−
(
x− π

2
)3

3! − . . .

)4

− . . .

∼ 1− 1
2

(
x− π

2

)2
+
(
−1

2 ·
(
− 2

3!

)
+ 1

4!

)(
x− π

2

)4
+ . . .

∼ 1− 1
2

(
x− π

2

)2
+ 5

24

(
x− π

2

)4
+ . . .

x− x3

3 < arctan x < x− x3

6 מתקיים 0 < x < 1 לכל כי הוכיחו, (3

x− x3

3 < arctan x מתקיים: ∀0 < x < 1 כי נוכיח (1 הוכחה:

R3 (x) > 0 , ∀0 < x < 1 כי נראה , arctan x = x− x3

3 +R3 (x)

R3 (x) =︸︷︷︸
c = tx

0 ≤ t ≤ 1
0 < x < 1

=⇒ 0 ≤ c < 1

f (4) (c)
4! · x4

.∀0 < x < 1 עבור R3 (x) > 0 ולכן 0 < x < 1 לכל

f ′ (x) = 1
1+x2

f ′′ (x) = . . .
...

f (4) (x) = 24x(1−x)(1+x)
(1+x2)4 > 0

,0 ≤ c ≤ x < 1

f (x) < 0 צ"ל . f (x) = arctan x− x+ x3

6 נגדיר . arctan x < x− x3

6 מתקיים: ∀0 < x < 1 כי נוכיח (2
:0 < x < 1 לכל

f ′ (x) = 1
1 + x2 − 1 + 3x2

6 =
2− 2− 2x2 + x2 (1 + x2)

2 (1 + x2) = x4 − x2

2 (1 + x2) =
x2 (x2 − 1

)
2 (1 + x2) < 0︸︷︷︸

∀0<x<1

.0 < x < 1 עבור f (x) < f (0) = 0 ולכן 0 < x < 1 לכל יורדת הפונקציה
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y = x
3√x2−1 הפונקציה: את חקור (4

ת"ה: א)

Dy = {x ∈ R |x 6= ±1} ⇐⇒ Dy = R\ {−1, 1}

זוגיות: ב)

y (−x) = −x
3
√
x2 − 1

= −y (x)

הצירים. לראשית ביחס סימטרי הפונקציה גרף ולכן זוגית אי הפונקציה

(0, 0) יחידה, חיתוך נק' קיימת ולכן
x = 0 =⇒ y = 0
y = 0 =⇒ x = 0 הצירים: עם חיתוך נקודות ג)

קיצון: נקודות ד)

y′ =
3
√
x2 − 1− x · 1

3 · 2x
(
x2 − 1

)− 2
3

(x2 − 1)
2
3

=
3
(
x2 − 1

)
− 2x2

3 (x2 − 1)
4
3

= x2 − 3
3 (x2 − 1)

4
3

+ − − − +
−
√

3 −1 1
√

3 :
x2 − 3 = 0
x1,2 = ±

√
3

y
(
−
√

3
)

= −
√

3
3√2 ≈ −1.37

y
(√

3
)

=
√

3
3√2 ≈ 1.37

max =
(
−
√

3, −
√

3
3√2

)
min =

(√
3,
√

3
3√2

)

וירידה: עלייה תחומי )ה)
−∞,−

√
3
)
∪
(√

3,∞
)
)עלייה:

−
√

3,−1
)
∪ (−1, 1) ∪

(
1,
√

3
)
ירידה:
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קעירות: תחומי פיתול, נק' ו)

y′′ =
−2x

(
x2 − 9

)
9 (x2 − 1)

7
3

= 0

x1 = 0, x2 = 3, x3 = −3

+ - + - + -
• • • • •
−3 −1 0 1 3

(
−3,− 3

2
)
, (0, 0) ,

(
3, 3

2
)
פיתול: נק'

(−∞,−3) ∪ (−1, 0) ∪ (1, 3) (מחייכת): מעלה כלפי קעירות תחומי

(−3,−1) ∪ (0, 1) ∪ (בוכה):(∞,3) מטה כלפי קעירות תחומי

אסימפטוטות: ז)

אנכיות אסימטוטות

{
x = 1
x = −1

ולכן
limx−→−1+

x
3√x2−1 =∞

limx−→−1−
x

3√x2−1 = −∞ ,
limx−→1+

x
3√x2−1 =∞

limx−→1−
x

3√x2−1 = −∞ אנכיות:

a = lim
x−→±∞

x
x 3√x2−1 = lim

x−→±∞
1

3√x2−1 = 0
b = lim

x−→±∞
x

3√x2−1 = ±∞ ומכאן:
a = lim

x−→±∞
f(x)
x

b = lim
x−→±∞

(f (x)− ax) , y = ax+ b משופעת:

אופקיות). (או משופעות אסימפטוטות אין

3 שיעור

אינטגרציה

אינטרגציה ∫שיטות
f (ax+ b) dx = 1

aF (ax+ b) + c אז
∫
f (x) dx = F (x) + c אם

∫ 1
sin2 x cos2 xdx=

∫ 4
4 sin2 x cos2 x

=︸ ︷︷ ︸
2 sinα cosα=sin 2α

4
∫ 1

sin2 2x = −4 · 1
2 cot 2x+ c = −2 cot 2x+ c (1

שונה: ∫בשיטה 1
sin2 x cos2 xdx =

∫ cos2 x+sin2 x
sin2 x cos2 x dx =

∫ 1
sin2 xdx+

∫ 1
cos2 xdx = − cotx+ tan x+ c

9



מוכרים אינטגרלים

(cosx)′ = − sin x =⇒
∫

sin xdx = − cosx+ c

(sin x)′ = cosx =⇒
∫

cosxdx = sin x+ c

(tan)′ = 1
cos2 x =⇒

∫ 1
cos2 xdx = − tan x+ c

(arctan x)′ = 1
1+x2 =⇒

∫ 1
1+x2 dx = arctan x+ c

(xn)′ = nxn−1 =⇒
∫
xndx = xn+1

n+1 + c n 6= −1
(ex)′ = ex =⇒

∫
exdx = ex + c

∫
cos 4x cos 7xdx =

∫ 1
2 (cos 11x+ cos 3x) dx =︸︷︷︸

cosα cos β= 1
2 (cos(α+β)+cos(α−β))

1
22 sin 11x+ 1

6 sin 3x+ (2

c

(3∫ 1√
x+ 1−

√
x
dx =

∫ √
x+ 1 +

√
x

x+ 1− x dx =
∫ (√

x+ 1 +
√
x
)
dx = 2

3 (x+ 1)
3
2 + 2

3x
3
2 + c

ההצבה שיטת

∫
f (g (x)) · g′ (x) dx︸ ︷︷ ︸

dt

=
∫
f (t) dt = F (t) + c = F (g (x)) + c

g (x) = t
g′ (x) dx = dt

(4∫ 1 + ln x
3 + x ln xdx =

∫
dt

t
= ln |t|+ ln |3 + x ln x|+ c

3 + x ln x = t(
ln x+ x · 1

x

)
dx = dt

(ln x+ 1) dx = dt
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(5∫ sin
√
x√

x
dx =

∫
2 sin tdt = −2 cos t+ c = −2 cos

√
x+ c

√
x = t

1
2
√
x
dx = dt

1√
xdx

= 2dt

(6∫
x2√2− xdx =

∫
2 sin tdt = −2 cos t+ c = −2 cos

√
x+ c

√
2− x = t

2− x = t2 =⇒ x = 2− t2
dx = −2tdt

=
∫ (

2− t2
)2︸ ︷︷ ︸

x2

· t︸︷︷︸
√

2−x

· (−2t) dt︸ ︷︷ ︸
dx

= −2
∫
t2
(
2− t2

)2
dt = −2

∫ (
4t2 − 4t4 + t6

)
dt = −8· t

3

3 +8· t
5

5 −2· t
7

7 +c

= −8
3 · (2− x)

3
2 + 8

5 · (2− x)
5
3 − 2

7 · (2− x)
7
2 + c

(7∫ 1
ex + e−x

dx =
∫

ex

e2x + 1dx =
∫

dt

t2 + 1 = arctan t+ c = arctan ex + c

ex = t
exdx = dt
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(8∫ (
x2 − 1

)
(x4 + 3x2 + 1) arctan

(
x2+1
x

)dx =︸︷︷︸
∗

∫
dt

(t2 + 1) arctan t

x2+1
x = x+ 1

x = t(
1− 1

x2

)
dx = dt

∗ = x2 − 1
x4 + 3x2 + 1 =

1− 1
x2

x2︸︷︷︸
a2+2ab

+3 + 1
x2︸︷︷︸
b2

=
1− 1

x2

x2 + 2 · x · 1
x + 1

x2 + 1
=

1− 1
x2(

x+ 1
x

)2 + 1

=︸︷︷︸
∗

∫
dt

(t2 + 1) arctan t =
∫
ds

s
= ln |s|+ c = ln

∣∣∣∣arctan
(
x+ 1

x

)∣∣∣∣+ c

arctan t = s
1

t2+1dt = ds

בחלקים ∫אינגרציה
(uv)′ =

∫
(u′v + v′u)

⇓
uv =

∫
u′v +

∫
v′u =⇒

∫
v′u = uv −

∫
u′v

(9

∫
x2 sin 3xdx = −1

3x
2 cos 3x−

∫
−2

3 · x︸︷︷︸
u

· cos 3x︸ ︷︷ ︸
v′

·dx = −1
3x

2 cos 3x+2
3

1
3 sin 3x− 1

3

∫
sin 3xdx︸ ︷︷ ︸

− 1
3 cos 3x



u = x2 v′ = sin 3x
u′ = 2x v = − 1

3 cos 3x

= −1
3x

2 cos 3x+ 2
9x sin 3x+ 2

27 cos 3x+ c

12



(10∫
x3︸︷︷︸
v′

ln x︸︷︷︸
u

dx = x4

4 · ln x−
∫
x3

4 dx = x4

4 ln x− x4

16 + c

u = ln x v′ = x3

u′ = 1
x v = x4

4

(11∫
(ln x)2

dx = x (ln x)2 − 2
∫

ln xdx

u = (ln x)2
v′ = 1

u′ = (2 ln x) · 1
x v = x

x (ln x)2 − 2
∫

ln xdx = x (ln x)2 − 2
(
x ln x−

∫
1dx

)
= x (ln x)2 − 2x ln x+ 2x+ c

u = ln x v′ = 1
u′ = 1

x v = x

(12

∫
e5x︸︷︷︸
u

cos 4x︸ ︷︷ ︸
v′

dx

︸ ︷︷ ︸
I

= 1
4e

5x sin 4x−
∫ 5

4e
5x sin 4xdx = 1

4e
5x sin 4x−5

4

−1
4e

5x cos 4x+ 5
4

∫
e5x cos 4xdx︸ ︷︷ ︸

I



∗ : u = e5x v′ = cos 4x
u′ = 5e5x v = 1

4 sin 4x ∗ ∗ : u = e5x v′ = sin 4x
u′ = 5e5x v = − 1

4 cos 4x

שסימנו: I לפי משוואה נרכיב
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I = 1
4e

5x sin 4x+ 5
16e

5x cos 4x− 25
16I

41
16 · I = 1

4e
5x sin 4x+ 5

16e
5x cos 4x

∫
e5x cos 4xdx = 16

41

(
1
4e

5x sin 4x+ 5
16e

5x cos 4x
)

+ c

(13∫
e
√
xdx =

∫
2 t︸︷︷︸

u

· et︸︷︷︸
v′

dt = 2
(
tet −

∫
etdt

)
= 2tet − 2et + c

√
x = t

1
2
√
x
dx = dt

dx = 2
√
xdt

dx = 2tdt

u = t v′ = et

u′ = 1 v = et

רציונליות פונקציות של אינטרגציה

∫
P (x)
Q (x)dx

מהמונה. גבוהה בחזקה המכנה

P (x) = a0 + a1x+ . . .+ anx
n

Q (x) = b0 + b1x+ . . .+ bmx
m

m > n

14



(14∫ 2x5 − x3 − 1
x3 − 4x dx =

∫ ((
2x2 + 7

)
+ 28x− 1
x3 − 4x

)
dx =

∫ (
2x2 + 7

)
dx+

∫ (28x− 1
x3 − 4x

)
dx =

2
3x

3 + 7x+
∫ ( 28x− 1

x (x− 2) (x+ 2)

)
dx

בפירוק: נשתמש

28x− 1
x (x− 2) (x+ 2) = A

x
+ B

x− 2 + D

x+ 2

28x− 1 = A (x− 2) (x+ 2) +Bx (x+ 2) +Dx (x− 2)

x = 0 −1 = −4A =⇒ A = 1
4

x = 2 55 = 8B =⇒ B = 55
8

x = −2 −57 = 8D =⇒ D = − 57
8

לאינטגרל: נחזור

2
3x

3 +7x+
∫ ( 28x− 1

x (x− 2) (x+ 2)

)
dx = 2

3x
3 +7x+ 1

4 ·
∫ 1
x
dx+ 55

8 ·
∫ 1
x− 2dx−

57
8 ·
∫ 1
x+ 2dx

= 2
3x

3 + 7x+ 1
4 · ln |x|+

55
8 · ln |x− 2| − 57

8 · ln |x+ 2|+ c

(15∫ 15x2 − 4x− 81
x3 − 13x+ 12 dx

±1,±2,±3,±4,±6,±12 הם x3 − 13x+ 12 = 0 של האפשריים השורשים

15



טענה:

a0 + a1x+ a2x
2 + . . .+ anx

n = 0

an את מחלק qו־ ,a0 את מחלק p אז המשוואה, של שורש p
q אם

כשורש: חשוד הוא x = 1 לתרגיל: נחזור כעת

x3 − 13x+ 12
x− 1 = x2 + x− 12 = (x− 1) (x+ 4) (x− 3)

4 שיעור

רציונליות פונקציות של אינטגרציה

∫
P (x)

(a1x+ b1) (ax2 + bx+ c) (a2x+ b2)m dx

P (x)
(a1x+ b1) (ax2 + bx+ c) (a2x+ b2)m =

A

a1x+ b1
+ Bx+D

ax2 + bx+ c
+ E1

(a2x+ b2) + E2

(a2x+ b2)2 + . . .+ Em
(a2x+ b2)m

∫
E1

a2x+ b2
= E1

a2
+ ln |a2x+ b2|+ c

∫תרגילים 2x5−x3−1
x3−4x dx (1∫ 2x5 − x3 − 1

x3 − 4x dx =
∫ (

2x2 + 7
)
dx+

∫ 28x− 1
x (x− 2) (x+ 2)dx =⇒ A

x
+ B

x− 2 + C

x+ 2

16



∫
x

x3+1dx (2∫
x

x3 + 1dx =
∫

x

(x+ 1) (x2 − x+ 1)dx+ =⇒ A

x+ 1 + Bx+D

x2 − x+ 1

x = A
(
x2 − x+ 1

)
+ (Bx+D) (x+ 1)

x = −1 −1 = 3A
A = − 1

3
,
x = 0 0 = A+D

D = 1
3

,
x = 1 1 = A+ 2 (B +D)

1 = −2
(
B + 1

3
)

B = 1
3

,

−1
3

∫ 1
x+ 1dx+ 1

3

∫
x+ 1

x2 − x+ 1dx = −1
3 ln |x+ 1|+ 1

3

∫
x

x2 − x+ 1dx+ 1
3

∫ 1
x2 − x+ 1dx

נרצה: ואז
x2 − x+ 1 = t

(2x− 1) dx = dt
נסמן

1
3

∫
x

x2 − x+ 1dx = 1
3 ·

1
2

∫ 2x− 1 + 1
x2 − x+ 1dx = 1

6

∫ 2x− 1
x2 − x+ 1dx+ 1

6

∫ 1
x2 − x+ 1dx

ונקבל: המקורי לאינטגרל נחזור

−1
3 ln |x+ 1|+ 1

6

∫ 2x− 1
x2 − x+ 1dx+ 1

2

∫ 1
x2 − x+ 1dx

לריבוע): "השלמה נבצע (וגם שבחרנו הסימון לפי

−1
3 ln |x+ 1|+1

6 ln |t|+1
2

∫ 1(
x2 − 2 · 1

2x+ 1
4
)

+ 3
4
dx = −1

3 ln |x+ 1|+1
6 ln

∣∣x2 − x+ 1
∣∣+1

2

∫ 1(
x− 1

2
)2 + 3

4

dx

−1
3 ln |x+ 1|+ 1

6 ln
∣∣x2 − x+ 1

∣∣+ 1
2 ·

4
3

∫ 1(
x− 1

2
)2 + 3

4

dx︸ ︷︷ ︸
1
2

∫
1

3
4

(
4
3 (x− 1

2 )2
+1
)dx

=

17



−1
3 ln |x+ 1|+ 1

6 ln
∣∣x2 − x+ 1

∣∣+ 1
2 ·

4
3

∫ 1(
2√
3x−

2√
3 ·

1
2

)2
+ 1

ולכן:
∫ 1
x2+1dx = arctan x+ c כי נזכיר

= −1
3 ln |x+ 1|+ 1

6 ln
∣∣x2 − x+ 1

∣∣+ 2
3 ·

√
3

2︸︷︷︸
division by the

internal derivitive

· arctan
(

2√
3
x− 1√

3

)
+ c

∫ 2x2+3x+3
(x+1)3 dx (3

2x2 + 3x+ 3
(x+ 1)3 = A

x+ 1 + B

(x+ 1)2 + D

(x+ 1)3 =⇒ 2x2 + 3x+ 3 = A (x+ 1)2 +B (x+ 1) +D

x = −1 =⇒ D = 2

x = 0 =⇒ A+B + 2 = 3
A+B = 1

x = −2 =⇒ 5 = A−B + 2
A−B = 3

=⇒

{
A+B = 1
A−B = 3

B = 1−A

2A = 4 =⇒ B = 1− 2
A = 2 B = −1

∫ 2
x+ 1dx+

∫
−1

(x+ 1)2 dx︸ ︷︷ ︸∫
−1

(x+1)2 dx=
∫
−(x+1)−2dx=− (x+1)−2+1

−2+1 +c= 1
x+1 +c

+
∫ 2

(x+ 1)3 dx = 2 ln |x+ 1|+ 1
x+ 1−

1
(x+ 1)2 +c

אוניברסלית הצבה

ואת u של sinכפונקציה ,u של כפונקציה cos את למצוא ,u = tan x
2 לסמן נרצה ,

∫
R (sin x, cosx) dx נתון

.du של כפונקציה dx

(
1 + tan2 α = 1

cos2 α
cos2 α+ sin2 α = 1

2 sinα cosα = sin 2α
זהויות: (נזכיר בטנגנס. משתמשת תמיד אוניברסלית הצבה

1 + u2 = 1
cos2 x

2
=⇒ cos x2 =

√
1

1 + u2

18



sin x2 =
√

1− cos2 x

2 =
√

1− 1
1 + u2 =

√
1− 1

1 + u2 =
√

1 + u2 − 1
1 + u2 =

√
u2

1 + u2

sin x = 2 sin x2 cos x2 = 2

√
u2

(1 + u2) ·
1

(1 + u2) = 2u
1 + u2

cosx =
√

1− sin2 x =
√

1− 4u2

(1 + u2)2 =
√

1 + 2u2 + u4 − 4u2

(1 + u2)2 =
√

1− 2u2 + u4

(1 + u2)2 =

√
(1− u2)2

(1 + u2)2 = 1− u2

1 + u2

u = tan x
2 =⇒ arctan u = x

2 =⇒ 2 arctan u = x =⇒ 2
1+u2 du = dx

אוניברסלית: הצבה לסיכום

u = tan x
2 , sin x = 2u

1+u2 , cosx = 1−u2

1+u2 , dx = 2
1+u2 du

∫
dx

cos x (4∫ 1
cosxdx =

∫ (1 + u2

1− u2 ·
2

1 + u2

)
du =

∫ ( 2
1− u2

)
du =

∫ ( 2
(1− u) (1 + u)

)
du =⇒

2
(1− u) (1 + u) = A

1− u + B

1 + u︸ ︷︷ ︸
A=B=1

∫ 1
1− udu+

∫ 1
1 + u

du = − ln |1− u|+ ln |1 + u|+ c = ln
∣∣∣∣1 + u

1− u

∣∣∣∣+ c = ln
∣∣∣∣1 + tan x

2
1− tan x

2

∣∣∣∣+ c

19



∫
dx

cos x את אחרת בשיטה נפתור (5

∫
dx

cosx =
∫ ( 1

cos x + tan x
)( 1

cos x + tan x
)

cosx
dx =︸︷︷︸

1
cos x + tanx = t( sin x

cos2 x + 1
cos2 x

)
dx = dt( sin x

cos2 x + 1
cos2 x

)
· 1

cos xdx = dt

∫ 1
t
dt = ln |t|+c = ln

∣∣∣∣ 1
cosx + tan x

∣∣∣∣+c

טריגונומטריות הצבות
√
a2 − x2 x = a sin t −π2 ≤ t ≤

π
2√

a2 + x2 x = a tan t −π2 < t < π
2

√
x2 − a2 x = a

cos t

{
0 ≤ t ≤ π

2 x ≥ a
π ≤ t ≤ 3π

2 x ≤ −a√
a2 − x2 =

√
a2 − a2 sin2 t =

√
a2 cos2 t = |a cos t|

√
a2 + x2 =

√
a2 + a2 tan2 t =

√
a2

cos2 t
=
∣∣∣ a

cos t

∣∣∣

√
x2 − a2 =

√
a2

cos2 t
− a2 =

√
a2 tan2 t = |a tan t|

∫
x2

√
9−x2 dx (6

x = 3 sin t =⇒ x
3 = sin t =⇒ t = arcsin x

3 נציב

√
9− x2 =

√
9− 9 sin2 t =

√
9 cos2 t = 3 cos t

dx = (3 cos t) dt ∫אזי 9 sin2 t

3 cos t ·3 cos tdt = 9
∫

sin2 tdt = 9
2

∫
(1− cos 2t) dt = 9

2 t−
9
2 ·

1
2 sin 2t+c = 9

2 t−
9
2 sin t cos t+c =

9
2 arcsin x3 −

9
2 ·

x

3 ·
√

9− x2

3 + c =

20



∫
x+3√

x2+2x+2dx (7

∫
x+ 3√

x2 + 2x+ 2
dx =

∫
x+ 3√

(x+ 1)2 + 1
dx

x+ 1 = tan t נסמן

√
(x+ 1)2 + 1 =

√
tan2 t+ 1 =

√
1

cos2 t
= 1

cos t

x+ 3 = tan t+ 2
dx = 1

cos2 tdt

נציב:

∫ tan t+ 2
1

cos t
· 1
cos2 t

dt =
∫ tan t+ 2

cos t dt =
∫ tan t

cos t dt+
∫ 2

cos tdt = 1
cos t+2 ln

∣∣∣∣ 1
cos t + tan t

∣∣∣∣+c = . . .

∫ tan t
cos t dt =

∫ sin t
cos2 t

dt =︸︷︷︸
cos t = p

− sin tdt = dp
sin tdt = −dp

−
∫
dp

p2 = 1
p

+ c = 1
cos t + c

{
1− cos 2α = 2 sin2 α

1 + cos 2α = 2 cos2 α

5 שיעור

תרגיל

(1

∫
dx

x2
√

4x2−9

dx = 3 sin t
2 cos2 tdt ואז x = 3

2 cos t נציב

1
cos2 α = 1 + tan2 α
a2

cos2 α − a
2 = a2 tan2 α

לפי
√

a2

cos2 t − a2 =
√
a2 tan2 t = a tan t ואז x = a

cos t נציב ,
√
x2 − a2 עבור כי נזכיר

21



√
4x2 − 9 =

√
4 · 9

4 cos2 t − 9 =
√

9
cos2 t − 9 =

√
9 tan2 t = 3 tan t נחשב:

ולכן:

∫ 4 cos2 t

9 · 3 tan t ·
3 sin t
2 cos2 t

dt =︸︷︷︸
x = 3

2 cos t
cos t = 3

2x

sin t =
√

1− cos2 t =
√

1− 9
4x2 =

√
4x2−9
2x

2
9

∫
cos tdt = 2

9 ·sin t+c =
√

4x2 − 9
9x +c

רציונליות אי פונקציות של אינטגרציה

∫
R

(
x,
(
ax+b
cx+d

) p1
q1
, . . . ,

(
ax+b
cx+d

) pn
qn

)
.q1, . . . , qn של המינימלית הכפולה מייצג m כאשר ax+b

cx+d = tm

דוגמה:

∫ x2 +
(

2x+3
−5x+7

) 1
3 +

(
2x+3
−5x+7

) 5
7

3x+
(

2x+3
−5x+7

) 8
3

dx

2x+3
−5x+7 = t21 ונסמן 21 הוא המינימלי המשותף המכנה אזי

∫ √
x+ 3√x

4
√
x5− 6√

x7
dx (2

dx = 12t11dt ואז x = t12 ∫נסמן
t6 + t4

t15 − t14 · 12t11dt = 12
∫
t6 + t4

t4 − t3
dt = 12

∫
t3 + t

t− 1 dt

פולינומים: חלוקת לפי נפצל

= 12
∫ (

t2 + t+ 2
)
dt+ 12

∫ 2
t− 1dt = 12

(
t3

3 + t2

2 + 2t
)

+ 24 ln |t− 1|+ c

ולכן:
x = t12

t = 12
√
x

= 12
(

4
√
x

3 +
6
√
x

2 + 2 12
√
x

)
+ 24 ln

∣∣ 12
√
x− 1

∣∣+ c
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∫
dx

4
√

(x−1)3(x+2)5 (3

∫
dx

4
√

(x− 1)3 (x+ 2)5
=
∫

dx

(x−1)(x+2)4
√

x+2
x−1

:dx נחשב ,x = −2−t4
1−t4 ואז t4 = x+2

x−1 נסמן

dx =
−4t3

(
1− t4

)
−
(
−2− t4

) (
−4t3

)
(1− t4)2 dt⇐⇒ dx = −12t3

(1− t4)2 dt

x− 1 = −2− t4
1− t4 − 1 = −3

1− t4

x+ 2 = −2− t4
1− t4 + 2 = −3t4

1− t4

(x− 1) (x+ 2) = −3
1− t4 ·

−3t4
1− t4 = 9t4

(1− t4)2

∫ (
1− t4

)2

4t4 · t ·
(
−12t3

)
(1− t4)2 dt = −4

3

∫ 1
t2
dt = 4

3 ·
1
t

+ c = 4
3

4

√
x− 1
x+ 2 + c

(Euler) אוילר הצבות

∫
R
(
x,
√
ax2 + bx+ c

)
dx

√
ax2 + bx+ c = t± x

√
a נציב: a > 0 כאשר .1

√
ax2 + bx+ c = tx±

√
c נציב: c > 0 כאשר .2

√
ax2 + bx+ c = נציב: ax2 + bx + c = a (x− α) (x− β) α, β ∈ R לבטא יהיה ניתן כאשר .3

(x− α) t
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∫
dx

x−
√
x2+2x+4 (4

הראשונה: בהצבה נשתמש a = 1 > 0 ש: √מכיוון
x2 + 2x+ 4 = t+ x =⇒ t = −

(
x−

√
x2 + 2x+ 4

)

:dx נחשב

x2 + 2x+ 4 = t2 + 2tx+ x2 ⇐⇒ 2x (1− t) = t2 − 4⇐⇒ x = t2 − 4
2 (1− t)

dx =
4t (1− t)−

(
t2 − 4

)
· (−2)

4 (1− t)2 dt = −2t2 + 4t− 8
4 (1− t)2 dt = −t

2 + 2t− 4
2 (1− t)2 dt

ונפתור:
∫
t2−2t+4
2t(1−t)2 dt חזרה: נציב

t2 − 2t+ 4
2t (1− t)2 = A

t
+ B

1− t + D

(1− t)2

t2 − 2t+ 4 = A (1− t)2 +Bt (1− t) +Dt

t = 0 =⇒ A = 4
t = 1 =⇒ D = 3
t = 2 =⇒ A− 2B + 2D = 4 −→ B = 3

1
2

∫ (4
t

+ 3
1− t + 3

(1− t)2

)
dt = 2 ln |t| − 3

2 ln |1− t|+ 3
2 ·

1
1− t + c =

2 ln
∣∣∣−x+

√
x2 + 2x+ 4

∣∣∣− 3
2 ln

∣∣∣1− x+
√
x2 + 2x+ 4

∣∣∣+ 3
2 ·

1
1− x+

√
x2 + 2x+ 4
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√
1− x2 = tx+ 1 בהצבה נשתמש c = 1 > 0 ש: מכיוון

∫
dx√

1−x2−1 (5

x = 2t
−1−t2 ונקבל −x = t2x+ 2t אגפים: נעביר 1− x2 = t2x2 + 2tx+ 1 בריבוע: נעלה

dx = 2t2−2
(1+t2)2 dt dxונקבל: את נחשב

√
1− x2 − 1 = tx√

1− x2 − 1 = t · 2t
(−1−t2)√

1− x2 − 1 = −2t2
1+t2

∫
dx√

1− x2 − 1
=
∫ 1 + t2

−2t2 ·
2
(
t2 − 1

)
(1 + t2)2 dt = −

∫
t2 − 1

t2 (1 + t2)dt

t2 − 1
t2 (1 + t2) = A

t
+ B

t2
+ Dt+ E

1 + t2

t2 − 1 = At
(
1 + t2

)
+B

(
1 + t2

)
+ (Dt+ E) t2

t = 0 =⇒ B = −1
t3 : =⇒ 0 = A+D
t2 : =⇒ 1 = B + E =⇒ E = 2
t : =⇒ 0 = A =⇒ D = 0

∫ (
− 1
t2

+ 2
1 + t2

)
dt = −1

t
−2 arctan t+c =︸︷︷︸

t=
√

1−x2−1
x

− x√
1− x2 − 1

−2 arctan
(√

1− x2 − 1
x

)
+c

∫
dx√

(2x−x2)3 (6

x = 2
1+t2 ונקבל

√
2x− x2 = xt נציב ולכן x (2− x) α = 0, β = 2 השלישית: בשיטה נשתמש

:dx את נחשב

dx = −4t
(1 + t2)2 dt
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(√
2x− x2

)3
= x3t3 =⇒ 8

(1 + t2)3 · t
3

∫
−4t

(1 + t2)2 ·
(
1 + t2

)3

8t3 dt = −1
2

∫ 1 + t2

t2
dt = −1

2

∫ ( 1
t2

+ 1
)
dt = 1

2 ·
1
t
− 1

2 t+ c =︸︷︷︸
t=
√

2x−x2
x

1
2 ·

x√
2x− x2

− 1
2 ·
√

2x− x2

x
+ c

6 שיעור

המסוימים האינטגרלים את חשבו

(1

e∫
1
e

ln x sin (ln x+ 1)
x

dx =︸︷︷︸
ln x+ 1 = t x = 1

e =⇒ t = 0
dx
x = dt x = e =⇒ t = 2

2∫
0

(t− 1)︸ ︷︷ ︸
u

sin t︸︷︷︸
v′

dt

u = t− 1 v′ = sin t
u′ = 1 v = − cos t

− (t− 1) cos t︸ ︷︷ ︸
g(t)

|20 +
2∫

0

cos tdt = − cos 2︸ ︷︷ ︸
g(2)

− 1︸︷︷︸
g(0)

+ sin t|20 = − cos 2− 1 + sin 2
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(2

e3∫
e

∣∣x2 − 5x+ 6
∣∣ dx =⇒

∣∣x2 − 5x+ 6
∣∣

−x2 + 5x− 6 e ≤ x ≤ 3

x2 − 5x+ 6 3 ≤ x ≤ e3

=
3∫
e

(
−x2 + 5x− 6

)
dx+

e3∫
3

(
x2 − 5x+ 6

)
dx = −x

3

3 + 5x2

2 − 6x|3e + x3

3 −
5x2

2 + 6x|e
3

3

=
(
−9 + 45

2 − 18
)
−
(
−e

3

3 + 5e2

2 − 6e
)

+
(
e9

3 −
5e6

2 − 6e3
)

+
(
−9− 45

2 + 18
)

=

(3
1
2∫

− 1
2

cosx ln 1 + x

1− xdx =⇒
{

1+x
1−x > 0
x 6= 1

{
1 + x < 0
1− x < 0

∨

{
1 + x > 0
1− x > 0

∨

{
1 + x < 0
1− x > 0

∨

{
1 + x > 0
1− x < 0

−1 < x < 1

f (x) = cosx · ln 1 + x

1− x

f (−x) = cos (−x) · ln 1− x
1 + x

= cosx · ln
(

1 + x

1− x

)−1
= − cosx · ln 1 + x

1− x = −f (x)

b∫
−b
f (x) dx = 0 אז אי־זוגית f (x) אם

b∫
−b
f (x) dx = 2

b∫
0
f (x) dx אז זוגית, f (x) אם

.

1
2∫
− 1

2

cosx ln 1+x
1−xdx = 0 זוגית, אי שהפונקציה שמצאנו מכיוון
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העקומות בין הכלוא התחום שטח את חשבו
y = x3−2x2

y = 2x2 − 3x
x1 = 0, x2 = 3

(1

S =
b∫
a

(f1 (x)− f2 (x)) dx

.0, 1, 3 הן החיתוך נק' ולכן

x3 − 2x2 = 2x2 − 3x
x3 − 4x2 + 3x = 0
x
(
x2 − 4x+ 3

)
= 0

x (x− 3) (x− 1) = 0

הגרפים: של החיתוך נק' את נמצא

הכלוא. השטח הוא מחפשים שאנו התחום

S =
1∫

0

((
x3 − 2x2)− (2x2 − 3x

))
dx+

3∫
1

((
2x2 − 3x

)
−
(
x3 − 2x2)) dx =
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(
x4

4 −
4x3

3 + 3x2

2

)
|10+
(
−x

4

4 + 4x3

3 − 3x2

2

)
|31 = 1

4−
4
3+3

2+
(
−81

4 + 36− 27
2

)
−
(
−1

4 + 4
3 −

3
2

)
= 37

12

{
y = 2 + |x− 1|
y = − 1

5x+ 7
(2

2 + |x− 1| =
{

2 + x− 1 x ≥ 1
2− x+ 1 x < 1

=
{
x+ 1 x ≥ 1
3− x x < 1

הגרפים: בין החיתוך נק' את נמצא

x < 1 x ≥ 1
3− x = − 1

5x+ 7 x+ 1 = − 1
5x+ 7

− 4
5x = 4 6x

5 = 6
x = −5 x = 5

29




y = −x
y = 0√

2− x
(3

S =
0∫
−2

(√
2− x− (−x)

)
dx+

2∫
0

(√
2− x− 0

)
dx

S =
2∫
−2

(√
2− x− 0

)
dx−

0∫
−2

(−x) dx

:y לפי אינטגרציה לעשות גם אפשר

y = −x =⇒ x = −y
y =
√

2− x =⇒ −2x = y2

x = 2− y2
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S =
2∫

0

(
2− y2) dx− (−y) dy

סיבוב גוף נפח

:xה־ ציר סביב הנתון התחום של סיבוב ע"י הנוצר הסיבוב גוף של הנפח את }חשבו
y =
√
x

y = 6− x

:V הנפח את לחשב נרצה ,x = 4 היא החיתוך נק'

V = π

4∫
0

(√
x

2
)
dx+ π

6∫
4

(6− x)2
dx = πx2

2 |
4
0 −

π (6− x)3

3 |64 = 8π + 8π
3 = 32π

3
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7 שיעור

אינטרגביליות רימן, סכומי

אם [a, b]ב־ רימן ע"פ אינטגרבילית fש־ נאמר .[a, b] וחסום סגור בקטע המוגדרת fפונקציה תהי הגדרה:

lim
max∆xk−→0

n∑
k=1

f (x∗k)∆xk = L הגבול קיים

.bל־ עד aמ־ f של המסויים האינטגרל הוא
b∫
a

f (x) dx = L ואז

הוא max∆xk , ∆xk = xk−xk−1 הקטע, של כלשהי חלוקה {a = x0, x1, . . . , xn = b} הסימון: על הסבר
בחלוקה. הקטעים מבין המקס' האורך החלוקה, פרמטר

חלוקה. קטע בתוך פנימית נק' , x∗k ∈ [xk−1, xk]
.∆xk = ∆x = b−a

n −→
n−→∞

0 ש: כך [a, b] של חלוקה לבחור נוח בפועל,

השמאלי, הקצה x∗k = xk−1 = a+ (k − 1)∆x :x∗k עבור הבאות מהבחירות אחת לבחור ניתן

הימני, הקצה x∗k = xk = a+ k∆x

האמצע. נקודת x∗k = xk+xk−1
2 = a+(k−1)∆x+a+k∆x

2 = a+
(
k − 1

2
)
∆x

תרגילים

3∫
0

(
4− 1

4x
2) dx רימן סכומי באמצעות הבאים האינטרגלים את חשבו (1

הגבול אחרת אינטגרביליות, לציין (חשוב הקטע. בכל רציפה היא כי [0, 3] בקטע אינטגרבילית f (x) = 4− 1
4x

2

x∗k = 0 + k∆x = 3k
n ,ואז ∆x = 3−0

n = 3
n −→n−→∞

0 ניקח האינטרגל). ערך על להצביע לא אך להתקיים יכול

. [xk−1, xk] של הימני הקצה

3∫
0

(
4− 1

4x
2
)
dx = lim

n−→∞

n∑
k=1

4− 1
4

(
3k
n

)2

︸ ︷︷ ︸
f( 3k

n )

 · 3
n︸︷︷︸
∆x

= lim
n−→∞

n∑
k=1

(
12
n
− 27

4 ·
k2

n3

)
=

lim
n−→∞

(
12
n

n∑
k=1
−27

4 ·
1
n3

n∑
k=1

k2

)
= lim
n−→∞

(
12
n

n∑
k=1
−27

4 ·
1
n3 ·

n (n+ 1) (2n+ 1)
6

)
=
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12− 27
4 ·

2
6 = 12− 27

12 = 117
12

5∫
0

(5− x) dx (2

x∗k =
(
k − 1

2
)
∆x = וניקח , ∆x = 5−0

n = 5
n −→n−→∞

0 בקטע. אינטרבילית לכן בקטע, רציפה f (x) = 5−x
[xk−1, xk] של האמצע נק'

(
k − 1

2
)
· 5
n

5∫
0

(5− x) dx = lim
n−→∞

n∑
k=1

5−
(
k − 1

2

)
5
n︸ ︷︷ ︸

f(x∗n)

 · 5
n︸︷︷︸
∆x

= lim
n−→∞

n∑
k=1

(
25
n

+ 1
2 ·

25
n2 −

25
n2 · k

)
=

lim
n−→∞

((
25
n

+ 1
2 ·

25
n2

) n∑
k=1

1− 25
n2 ·

n∑
k=1

k

)
= lim
n−→∞

((
25
n

+ 1
2 ·

25
n2

)
n− 25

n2 ·
(
n (1 + n)

2

))
=

lim
n−→∞

(
25
n

+ 25
2n −

25
2 ·

(
n2 + n

n2

))
= 25− 25

2 = 25
2

D (x) =
{

0 x ∈ Q
1 x /∈ Q

. [0, 1] בקטע אינטרגבילית לא דיריכלה פונקצית כי הוכיחו (3

x∗k ∈ Q
x∗∗k /∈ Q ש: כך

x∗k ∈ [xk−1, xk]
x∗∗k ∈ [xk−1, xk] , ∆x = 1

n −→
n−→∞

0 ,[0, 1] של
{

0, 1
n ,

2
n , . . . ,

n
n

}
חלוקה ניקח הוכחה:

מתקיים: ואז

lim
n−→∞

n∑
k=1

(D (x∗k))∆x = 0

אבל:

lim
n−→∞

n∑
k=1

(D (x∗∗k ))∆x = lim
n−→∞

n∑
k=1

1 · 1
n

= 1

.[0, ב־[1 אינטגרבילית לא D (x) ולכן x∗k בבחירת תלויים הגבולות

33



[0, 1] בקטע f (x) =
{

1
x2 x > 0
0 x = 0

(4

[a, b]ב־ אינטגרבילית לא f (x) אזי [a, b]ב־ חסומה לא f (x) אם משפט:

lim
x−→0+

f (x) = lim
x−→0+

1
x2 =∞

הנ"ל. בקטע אינטגרבילית לא ומכאן , [0, 1] בקטע חסומה לא f (x) ולכן

[−1, 1] בקטע f (x) =
{

sin 1
x x 6= 0

0 x = 0
(5

משפט) (לפי אינטרגבילית, f (x) ולכן (x = 0) אחת רציפות אי נק' לה ויש [−1, 1] בקטע חסומה f (x)
.[−1, ב־[1

lim
n−→∞

ln
(
n

√(
1 + 1

n

) (
1 + 2

n

)
· · ·
(
1 + n

n

))
חשבו (6

lim
n−→∞

ln
(

n

√(
1 + 1

n

)(
1 + 2

n

)
· · ·
(

1 + n

n

))
= lim
n−→∞

1
n
· ln
(

1 + 1
n

)(
1 + 2

n

)
· · ·
(

1 + n

n

)
=

lim
n−→∞

1
n
·
(

ln
(

1 + 1
n

)
+ ln

(
1 + 2

n

)
+ . . .+ ln

(
1 + n

n

))
= lim
n−→∞

n∑
k=1

1
n︸︷︷︸
∆x

ln

1 + k

n︸︷︷︸
x∗
k


lim

n−→∞

n∑
k=1

1
n ln

(
1 + k

n

)
= לכן, בקטע. אינטגרבילית ולכן [0, 1] בקטע רציפה f (x) ,f (x) = ln (1 + x) נגדיר

1∫
0

ln (1 + x) dx

[xk−1, xk] של ימני קצה x∗k = k
n , ∆x = 1

n −→n−→∞
0 כאשר

1∫
0

ln (1 + x) dx =︸︷︷︸
u = ln (1 + x) v′ = 1
u′ = 1

1+x v = x

x ln (1 + x) |10−
1∫

0

x

1 + x
dx = x ln (1 + x) |10−

1∫
0

x+ 1− 1
1 + x

dx =

x ln (1 + x) |10−
1∫

0

(
1− 1

1 + x

)
dx = x ln (1 + x) |10−(x− ln (1 + x)) |10 = ln 2−1+ln 2 = 2 ln 2−1
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lim
n−→∞

(
1

n+1 + 1
n+1 + . . .+ 1

n+n

)
חשבו (7

lim
n−→∞

(
1

n+ 1 + 1
n+ 1 + . . .+ 1

n+ n

)
= lim
n−→∞

n∑
k=1

1
n+ k

= lim
n−→∞

n∑
k=1

1
n︸︷︷︸
∆x

· 1

1 + k

n︸ ︷︷ ︸
x∗
k

=

lim
n−→∞

n∑
k=1

1
n︸︷︷︸
∆x

· 1

1 + k

n︸ ︷︷ ︸
x∗
k

=

קצה x∗k = 1 + k
n ,∆x = 1

n −→
n−→∞

0 בקטע. אינטגרבילית ולכן [1, 2] בקטע רציפה f (x), f (x) = 1
x נגדיר

[xk−1, xk] של ימני

lim
n−→∞

n∑
k=1

1
n ·

1
1+ k

n

=
2∫
1

1
xdx = ln |x| |21 = ln 2 ולכן,

b∫
a

f (x) dx ≥
b∫
a

g (x) dx אזי [a, b] בקטע f (x) ≥ g (x) ומתקיים [a, b] בקטע אינטגרביליות f, g אם משפט:

2
4√e ≤

2∫
0
ex

2−xdx ≤ 2e2 כי הוכיחו (8

[0, 2] בקטע f (x) = ex
2−x של המקסימלי הערך ואת המינימלי הערך את נמצא

f ′ (x) = (2x− 1) ex
2−x = 0

הוא f ו־(2) ,[0, 2] בקטע המינימלי הערך הוא f
( 1

2
)

מכאן,
f (0) = 1

f
( 1

2
)

= e−
1
4

f (2) = e2
x = 1

2 לקיצון: חשודה נק'

.[0, 2] בקטע המקסימלי

2
4√e ≤

2∫
0
e−

1
4 dx ≤

2∫
0
ex

2−xdx ≤
2∫
0
e2dx ≤ 2e2 משפט, ע"פ מכאן,

8 שיעור

(F (x))′ = F ′ (x) = ומתקיים [a, b]ב־ גזירה F (x) =
x∫
a

f (t) dt אזי [a, b]ב־ רציפה f (x) תהי משפט:

f (x)
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F ′ (x) = d

dx

 g(x)∫
h(x)

f (t) dt

 = d

dx

 a∫
h(x)

f (t) dt+
g(x)∫
a

f (t) dt

 = d

dx

 g(x)∫
a

f (t) dt−
h(x)∫
a

f (t) dt



d

dx
(F (g (x))− F (h (x))) = F ′ (g (x))·g′ (x)−F ′ (h (x))·h′ (x) = f (g (x))·g′ (x)−f (h (x))·h′ (x) =

דוגמה:

.F ′ (x) מצא , F (x) =
√
x∫

1
x

cos
(
t2
)
dt נתון (1

F ′ (x) = cos
(√
x
)2 · 1

2
√
x
− cos

(
1
x

)2
·
(
− 1
x2

)
= 1
x2 cos 1

x2 + 1
2
√
x

cosx

. x > 0 בתחום F (x) =
x∫
0

sin t
t dt הפונקציה של הקיצון נק' את מצאו (2

לקיצון. חשודות נק' הן n = 1, 2, 3, . . . , x = πn עבור . F ′ (x) = sin x
x = 0

F ′′ (x) = x cosx− sin x
x2

לכל F ′′ (2πk) = 1
2πk > 0 , F ′′ (πn) = 1

πn cos (πn) = 1
πn cos (−1)n ונקבל: בפונקציה πn נציב

מינימום. נק' x ואז , k = 1, 2, . . .
מקסימום. נק' x = (2k + 1)π , k = 0, 1, 2, . . . ולכן F ′′ ((2k + 1)π) = −1

(2k+1)π < 0

הגבולות: את חשבו (3

בכלל להשתמש ניתן לכן lim
x−→π

2


x∫
π
2

ln(sin t)dt

cos2 x

 = ” 0
0 ” שמתקיים: לב נשים . lim

x−→π
2


x∫
π
2

ln(sin t)dt

cos2 x

 .1

הוא cos2 x המכנה גם גזירה. פונ'
x∫
π
2

ln (sin t) dt ולכן π2 ≤ t < π לכל רציפה f (t) = ln (sin t) לופיטל.

lim
x−→π

2


x∫
π
2

ln(sin t)dt

cos2 x

 = lim
x−→π

2

(
ln(sin x)
− sin(2x)

)
=
L.H

lim
x−→π

2

( 1
sin x ·cos x
−2 cos(2x)

)
= 0 וקיבלנו: גזירה פונקציה
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lim
x−→0


x2∫
0

sin
√
tdt

x3

 = בלופיטל: נשתמש lim
x−→0


x2∫
0

sin
√
tdt

x3

 = ” 0
0 ” שמתקיים: לב נשים . lim

x−→0


x2∫
0

sin
√
tdt

x3

 .2

lim
x−→0

( sin x·2x
3x2

)
= lim
x−→0

( 2 sin x
3x

)
= 2

3

y = −1 הישר סביב x = yו־ x = y2 בין הכלוא התחום של סיבוב ע"י הנוצר הסיבוב גוף נפח את חשבו (4

סביב לחשב (כשנרצה .xה־ ציר סביב הנפח את בודקים אנחנו כאשר V = π
b∫
a

(f (x))2
dx היא: הנפח נוסחת

( V = π
d∫
c

(g (y))2
dy ב: נשתמש yה־ ציר

:xה־ ציר עם להתלכד y = −1 הנתון לישר ולגרום הצירים את מעלה כלפי להעלות מנת על הנתונים את נשנה
x = y2 =⇒ x = (y − 1)2

x = y =⇒ x = y − 1
y = −1 =⇒ y = 0

V = π
1∫
0

(
√
x+ 1)2

dx−π
1∫
0

(x+ 1)2
dx = π

1∫
0

(x+ 2
√
x+ 1) dx− , x = (y − 1)2 =⇒ y =

√
x+ 1

x = y − 1 =⇒ y = x+ 1

π
1∫
0

(x+ 1)2
dx =

π

(
x2

2 + 4
3x

3
2 + x

)
|10 −

(
π (x+ 1)3

3

)
|10 = π

(
1
2 + 4

3 + 1
)
− 8π

3 + π

3 = π

2

.yה־ ציר סביב x = 0 , y = 1 , y = sin x בין הכלוא התחום של סיבוב ע"י הנוצר הגוף נפח את מצאו (5

V = π
1∫
0

(arcsin (y))2
dy ואז (y = 1 הישר על מהנתון y ≤ 1)

y = sin x
x = arcsin y
0 ≤ y ≤ 1

:y של כפונקציה x את נכתוב

arcsin y = t =⇒ y = 0 =⇒ t = 0
y = sin t =⇒ y = 1 =⇒ t = π

2
dy = cos tdt

כאשר

נחשב:

V = π

1∫
0

(arcsin (y))2 =︸︷︷︸
u = t2 v′ = cos t
u′ = 2t v = sin t

π

1∫
0

t2 cos tdt = π

t2 sin t|
π
2
0 − 2

π
2∫

0

t sin tdt

 =︸︷︷︸
u = t v′ = sin t
u′ = 1 v = − cos t

π

π2

4 − 2

−t cos t|
π
2
0 +

π
2∫

0

cos tdt


 = π

(
π2

4 − 2 sin t|
π
2
0

)
= π

(
π2

4 − 2
)
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x2 + y2 = 2 ·Oו־ y2 = 2x3 עקומות מחלקי המורכבת OABCO העקומה של הקשת אורך את חשבו (6

LOABCO = 2 (LOA + LLAB) .LAB =
b∫
a

√
1 + (f ′)2

dx הקשת: אורך בכלליות

AB =
√

(x2 − x1)2 + (y2 − y1)2 =
√

(x2 − x1)2
(

1 +
(
y2−y1
x2−x1

)2
)

= (x2 − x1)︸ ︷︷ ︸
∆x1

√
1 +

(
y2−y1
x2−x1

)2
נחשב:

n∑
i=1

(xi+1 − xi)

√
1 +

(
yi+1 − yi
xi+1 − xi

)2

LOA =?

y2 = 2x3 =⇒ y =
√

2x3

LOA =
2∫

0

√
1 +

(
6x2

2
√

2x3

)2
dx =

2∫
0

√
1 +

(
3
√
x√
2

)2

dx =
2∫

0

√
1 + 9

2xdx = 2
9 ·

2
3 ·
(

1 + 9
2x
) 3

2

|20 = 4
27

(
10 3

2 − 1
)

x2 + y2 = 20 =⇒ y =
√

20− x2

LAB =
2
√

5∫
2

√
1 +

(
−2x

2
√

20− x2

)2
dx =

2
√

5∫
2

√
1 + x2

20− x2 dx =
2
√

5∫
2

√
20

20− x2 dx =︸︷︷︸
x =
√

20 sin t
dx =

√
20 cos tdt

x = 2→ t = arcsin 1√
5

x = 2
√

5→ t = π
2

√
20

20− x2 =

√
20

20− 20 sin2 t
=
√

1
cos2 t

= 1
cos t

π
2∫

arcsin 1√
5

1
cos t ·

√
20 · cos tdt =

√
20 ·

(
π

2 − arcsin 1√
5

)
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סה"כ: לכן,

LOABCO = 2
(

4
27

(
10 3

2 − 1
)

+
√

20 ·
(
π

2 − arcsin 1√
5

))

9 שיעור

אמיתיים לא אינטגרלים

∞∫
a

f (x) dx = lim
b→∞

b∫
a

f (x) dx אזי קבועה) נק' aו־ b > a ) [a, b] קטע בכל אינטגרבילית f (x) תהי

∞∫
−∞

f (x) dx =
c∫
−∞

f (x) dx+
∞∫
c

f (x) dx ו־
b∫
−∞

f (x) dx = lim
a→−∞

b∫
a

f (x) dx גם: מתקיים

אמיתיים הלא האינטגרלים את חשבו

∞∫
2

xdx√
(x2−3)3 (1

∞∫
2

xdx√
(x2 − 3)3

= lim
b→∞

b∫
2

xdx√
(x2 − 3)3

=︸︷︷︸
x2 − 3 = t x = 2 =⇒ t = 1
2xdx = dt x = b =⇒ t = b2 − 3
xdx = 1

2dt

lim
b→∞

1
2

b3−3∫
1

dt

t
3
2

=

lim
b→∞

(
1
2 · (−2) · t− 1

2

)
|b

3−3
1 = lim

b→∞

(
− 1√

b3 − 3
+ 1
)

= 1

∞∫
−∞

dx
x2−6x+10 (2

x2 − 6x+ 10 6= 0 ,x שלכל לב נשים

∞∫
−∞

dx

x2 − 6x+ 10 =
0∫

−∞

dx

x2 − 6x+ 10+
∞∫

0

dx

x2 − 6x+ 10 = lim
a→∞

0∫
a

dx

x2 − 6x+ 10+ lim
b→∞

b∫
0

dx

x2 − 6x+ 10
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∫
dx

x2−6x+10 =
∫

dx
x2−6x+9+1 =

∫
dx

(x−3)2+1 = arctan (x− 3) + c כי: לב נשים

לכן:

= lim
a→−∞

arctan (−3)−

−π2︷ ︸︸ ︷
arctan (a− 3)

+ lim
b→∞


π
2︷ ︸︸ ︷

arctan (b− 3)− arctan (−3)

 = π

2 + π

2 = π

ע"י: החסום התחום שטח את חשבו (3

f (x) = 2−x
x3+1 + 2x הפונקציה גרף .1

ב־∞ f (x)ל־ אסימפטוטה .2

x = 1 לישר מימין התחום .3

ב־∞ האסימפטוטה את נמצא ראשית

y = ax+ b

a = lim
x→∞

f (x)
x

= lim
x→∞

(
2− x

x (x3 + 1) + 2
)

= 2

b = lim
x→∞

(f (x)− ax) = lim
x→∞

(
2− x
x3 + 1 + 2x− 2x

)
= 0

ב־∞ אסימפטוטה y = 2x מכאן,

האסימפטוטה עם הגרף של החיתוך נקודת את נמצא

2− x
x3 + 1 + 2x = 2x =⇒ 2− x = 0 =⇒ x = 2

y = 4 A (2, 4)

ולכן: f (x) < y , x > 2 ולכל f (x) > y , 1 < x < 2 לכן

S =
2∫

1

((
2− x
x3 + 1 + 2x

)
− 2x

)
dx+

∞∫
2

(
2x−

(
2− x
x3 + 1 + 2x

))
dx =

2∫
1

(
2− x
x3 + 1

)
dx−

∞∫
2

(
2− x
x3 + 1

)
dx

∫ ( 2− x
x3 + 1

)
dx =

∫ 2− x
(x+ 1) (x2 − x+ 1)dx
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2− x
(x+ 1) (x2 − x+ 1) = A

x+ 1 + Bx+D

x2 − x+ 1

2− x = A
(
x2 − x+ 1

)
+ (Bx+D) (x+ 1)

x = −1 3 = 3A =⇒ A = 1
x = 0 2 = A+D =⇒ D = 2−A = 1
x2 : 0 = A+B =⇒ B = −A = −1

∫ 1
x+ 1dx+

∫
−x+ 1

x2 − x+ 1dx = ln |x+ 1|+ 1
2

∫ 2x− 1
x2 − x+ 1dx+ 1

2

∫
dx

x2 − x+ 1

=︸︷︷︸
x2 − x+ 1 = t

(2x− 1) dx = dt

ln |x+ 1| − 1
2 ln

(
x2 − x+ 1

)
+ 1

2

∫
dx

x2 − 2 · 1
2 + 1

4︸ ︷︷ ︸
(x− 1

2 )2

+ 3
4

=

ln |x+ 1|−1
2 ln

(
x2 − x+ 1

)
+1

2 ·
4
3 ·
∫

dx
4
3
(
x− 1

2
)2 + 1

= ln |x+ 1|−1
2 ln

(
x2 − x+ 1

)
+2

3 ·
∫

dx(
2√
3x−

1
2 ·

2√
3

)2
+ 1

=

ln |x+ 1| − 1
2 ln

(
x2 − x+ 1

)
+ 2

3 ·
√

3
2 · arctan

(
2x− 1√

3

)
+ c =

∫ 2− x
x3 + 1dx = F (x)

2∫
1

2− x
x3 + 1dx = F (2)− F (1)

S =
2∫

1

2− x
x3 + 1dx−

∞∫
2

2− x
x3 + 1dx = F (2)−F (1)− lim

b→∞

b∫
2

2− x
x3 + 1dx = F (2)−F (1)− lim

b→∞
(F (b)− F (2)) =
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2F (2)− F (1)− lim
b→∞

F (b) =

2
(

ln 3− 1
2 ln 3 +

√
3

3 ·
π

3

)
−
(

ln 2 +
√

3
3 ·

π

6

)
− lim
b→∞

ln b+ 1√
b2 − b+ 1︸ ︷︷ ︸
−→0

+
√

3
3 arctan 2b− 1√

3︸ ︷︷ ︸
−→π

2

 == ln 3−ln 2 = ln 3
2

10 שיעור

תרגילים

.1

הבאים: האינטגרלים התכנסות בדקו

ln(x2+1)
x > ,

x2 + 1 > e
x2 > e− 1
x >
√
e− 1

מתקיים ,
∞∫
1

ln(x2+1)
x dx =

√
e−1∫

1

ln
(
x2 + 1

)
x

dx

︸ ︷︷ ︸
finait

+
∞∫

√
e−1

ln
(
x2 + 1

)
x

dx

︸ ︷︷ ︸
diverge

= (1

ולכן המתבדר, אינטרגל עם סופי אינטגרל של סכום זהו ואז
∫ ln(x2+1)

x >
∫ 1
x גם לכן x >

√
e− 1 לכל 1

x
מתבדר. גם סכומם

וגבולי) (רגיל אינטגרלים להתכנסות ההשוואה מבחן

נק' a , a < b (לכל [a, b] קטע בכל gאינטגרביליות (x)ו־f (x)ו־ a ≤ a′ < x לכל 0 ≤ f (x) ≤ g (x) אם (1

ואם מתכנס,
∞∫
a

f (x) dx גם אזי מתכנס
∞∫
a′
g (x) dx אם אזי קבועה)

מתבדר.
∞∫
a

g (x) dx גם אזי מתבדר
∞∫
a′
f (x) dx

0 < אם . f (x) , g (x) ≥ 0 ומתקיים קבוע) a , a < b)[a, b] קטע בכל אינטרגביליות f (x) , g (x) (2

ביחד. ומתבדרים מתכנסים
∞∫
a

f (x) dxו־
∞∫
a

g (x) dx אז lim
x→∞

f(x)
g(x) <∞
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להשוואות: בו להשתמש שנוח אינטגרל נראה

אם מתכנס. האינטגרל p > 1 ואם מתבדר, האינטגרל p ≤ 1 אם
∞∫
a

dx
xp =

↑
p 6= 1

lim
b→∞

b∫
a

dx
xp = lim

b→∞
1

1−px
1−p|ba

∞∫
a

dx
x =
↑

p = 1

lim
b→∞

b∫
a

dx
x = lim

b→∞
ln |x| |ba אז:∞= p = 1

∞∫
2

3+arcsin 1
x

1+x
√
x
dx (2

:
∞∫
2

1
x
√
x
dx עם נשווה

lim
x→∞

3+arcsin 1
x

1+x
√
x

1
x
√
x

= lim
x→∞

x
√
x
(
3 + arcsin 1

x

)
1 + x

√
x

= lim
x→∞

3 + arcsin 1
x

1
x
√
x

+ 1
= 3

האינטרגל ולכן (p = 3
2 > 1) מתכנס

∞∫
2

1
x
√
x
dx ביחד: מתכנסים האינטגרלים הגבולי, ההשוואה מבחן לפי ולכן

מתכנס.ן הנתון

∞∫
2

7√3+2x2
5√x3−1 dx (3

x
2
7 =⇒ x

10
35

x
3
5 =⇒ x

21
35

משותף: מכנה נעשה המכנה, התנהגות x
3
5 המונה, התנהגות , x

2
7 הגבוהות: בחזקות נתבונן

( p = 11
35 < 1 כי (מתבדר,

∞∫
2

1
x

11
35
dx עם נשווה

lim
x→∞

x
11
35 · 7
√

3 + 2x2

5
√
x3 − 1

= lim
x→∞

x
11
35 · x 2

7 · 7
√

3
x2 + 2

x3 · 5
√

1− 1
x3

= lim
x→∞

7
√

2
5
√

1
= 7
√

2

מתבדר. הנתון האינטגרל הגבולי ההשוואה מבחן לפי ולכן

∞∫
1

1−4 sin 2x
x3+ 3√x dx (4

∣∣∣∣1− 4 sin 2x
x3 + 3

√
x

∣∣∣∣ ≤
−1 sin 2x ≤ 1

−3 ≤ 1− 4 sin 2x ≤ 5

5
x3︸︷︷︸
∀x>1

מתכנס. ולכן בהחלט, מתכנס
∞∫
1

1−4 sin 2x
x3+ 3√x dx לכן מתכנס,

∞∫
1

5
x3 ו־
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∞∫
0

cos
(
x2) dx (5

∞∫
0

cos
(
x2) dx =

π
2∫

0

cos
(
x2) dx

︸ ︷︷ ︸
∗

+
∞∫
π
2

cos
(
x2) dx

︸ ︷︷ ︸
∗∗

ב־** תלוייה ההתכנסות , מכאן סופי. האינטגרל לכן , אינטגרבילית ולכן
[
0, π2

]
ב־ רציפה cosx2 :*

∞∫
π
2

cos
(
x2) dx =

x2 = t

x =
√
t

dx = 1
2
√
t
dt

∞∫
π2
4

cos t
2
√
t
dt = lim

b→∞

b∫
π2
4

cos t
2
√
t
dt =︸︷︷︸

u = 1√
t

v′ = cos t
u′ = − 1

2t
3
2

v = sin t

lim
b→∞

1
2

 sin t√
t
|bπ2

4
+ 1

2

b∫
π2
4

sin t
t

2
3
dt

 = lim
b→∞

1
2

sin b√
b︸ ︷︷ ︸

−→0

−
sin π2

4
π
2

+ 1
4

∞∫
π2
4

sin t
t

2
3
dt

︸ ︷︷ ︸
converges

=

b∫
π2
4

sin t
t

2
3
dt ולכן (p = 3

2 > 1) מתכנס
b∫
π2
4

1
t

2
3
dt אז , ∀t ≥ π2

4

∣∣∣ sin t
t

3
2

∣∣∣ ≤ 1
t

3
2

מתקיים ,
b∫
π2
4

sin t
t

2
3
dt ב־ נתבונן

מתכנס. גם המקורי האינטגרל מכאן, מתכנס. ולכן בהחלט מתכנס

∞∫
0

2x cosx4dx (6

∞∫
0

2x cosx4dx =︸︷︷︸
x2 = t

2xdx = dt
x = 0 t = 0
x→∞ t→∞

∞∫
0

cos t2dx

ב־5) (הוכחנו מתכנס. והוא

.2

הבאים: האינטגרלים את חשבו
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e∫
1

dx

x
3√ln x

(1

אינטגרבילית) לא ולכן חסומה לא (הפונקציה אמיתי לא אינטגרל על מדובר ולכן , lim
x→1+

1
x

3√ln x
=∞

e∫
1

dx

x 3
√

ln x
= lim
a→1+

e∫
a

dx

x 3
√

ln x
=︸︷︷︸

ln x = t
dx
x = dt

x = a =⇒ t = ln a
x = e =⇒ t = 1

lim
a→1+

1∫
ln a

dt
3
√
t

= lim
a→1+

3
2 t

2
3 |1ln a = lim

a→1+

(
3
2 −

3
2 ln a 2

3

)
= 3

2

3∫
1

dx√
4x−x2−3 (2

בנפרד: אחד כל ונחשב חלקים, ל־2 הקטע את נחלק לכן בקצוות, בעיה לנו שיש לב נשים 4x− x2 − 3 = 0
↓

x1 = 1, x2 = 3

3∫
1

dx√
4x− x2 − 3

=
2∫

1

dx√
4x− x2 − 3

+
3∫

2

dx√
4x− x2 − 3

=

lim
a→1+

2∫
a

dx√
4x− x2 − 3

+ lim
b→3−

b∫
2

dx√
4x− x2 − 3

מסויים: הלא האינטגרל את ∫נחשב
dx√

4x− x2 − 3
=
∫

dx√√√√√√−
x2 − 4x+ 4︸ ︷︷ ︸

(x−2)2

+ 1

=
∫

dx√
1− (x− 2)2

= arcsin (x− 2) + c

lim
a→1+

arcsin (x− 2) |2a+ lim
b→3−

arcsin (x− 2) |b2 = lim
a→1+

− arcsin (a− 2)+ lim
b→3−

arcsin (b− 2) = π

2 +π

2 = π
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2∫
0

dx√
|1−x2|

(3

קטעים: ל־2 נחלק ,1 היא בקטע הבעייתית הנק'

2∫
0

dx√
|1− x2|

=
1∫

0

dx√
|1− x2|

+
2∫

1

dx√
|1− x2|

=
1∫

0

dx√
1− x2︸ ︷︷ ︸
∗

+
2∫

1

dx√
x2 − 1︸ ︷︷ ︸
∗∗

=

0 < x < 1 לכל 1− x2 > 0 כי המוחלט, הערך את הורדנו :*

1 < x < 2 לכל 1− x2 < 0 כי סימנים הפכנו :**

lim
b→1−

b∫
0

dx√
1− x2

+ lim
a→1+

2∫
a

dx√
x2 − 1

= lim
b→1−

arcsin |b0︸ ︷︷ ︸
π
2

+ lim
a→1+

(
x+

√
x2 − 1

)
|2a =

π

2 + lim
a→1+

((
2 +
√

3
)
− ln

(
a+

√
a2 − 1

))
= π

2 + ln
(

2 +
√

3
)

11 שיעור

התכנסות: קבעו

2∫
0

ln(1+ 5√
x3)

esin x−1 dx (1

של טיילור טור בפיתוח ניעזר כך לשם , lim
x→0+

ln(1+ 5√
x3)

esin x−1 לחשב: נרצה x 6= 0 , sin x 6= 0 , esin x − 1 6= 0

ln (1 + x) ∼ x− x2

2 + . . . =⇒ ln
(

1 + 5
√
x3
)
∼ 5
√
x3 + o (x)

sin x ∼ x− x3

3! + . . .

ex ∼ 1 + x+ x2

2! + . . .
esin x ∼ 1 + x+ o (x)

הפונקציות:

esin x ∼ 1 + sin x+ sin2 x
2! + . . .

∼ 1 +
(
x− x3

3! + . . .
)

+ 1
2!

(
x− x3

3! + . . .
)2

+ . . .

נחשב: כעת
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lim
x→0+

ln
(

1 + 5
√
x3
)

esin x − 1 = lim
x→0+

x
3
5 + o (x)

1 + x+ o (x)− 1 =︸︷︷︸
\(x)

lim
x→0+

x−
2
5 + o(x)

x

1 + o(x)
x

=∞

,
2∫
0

1
x

2
5
dx עם נשווה אמיתי. אינו האינטגרל ולכן חסומה לא f (x) = ln(1+ 5√

x3)
esin x−1 הפונקציה (0, 2) בקטע מכאן,

(g (x) = 1
x

2
5
) . מתכנס אינטגרל שהוא

מבחן לפי ולכן (P = 2
5 < 1) מתכנס

2∫
0

1
x

2
5
dx אזי , lim

x→0+

f(x)
g(x) = lim

x→0+

x
2
5 ·
(
x−

2
5

)
1 = ב־1 נתבונן אם

מתכנס. המקורי האינטגרל ההשוואה,

2∫
1

√
x2+1

3√16−x4 dx (2

עם להשוות (נרצה
2∫
1

1
3√2−x עם נשווה .(1, 2) בקטע חסומה לא הפונקציה ז"א, lim

x→2−

√
x2+1

3√16−x4 ב־∞= נתבונן

המכנה). את ומאפס בעיות" ש־"עושה מה

נחשב:

lim
x→2−

√
x2 + 1 · 3

√
2− x

3
√

(4 + x2) (2− x) (2 + x)
=
√

5
3
√

32

המקורי האינטגרל גם ולכן , ( P = 1
3 < 1) מתכנס

2∫
1

1
3√2−x = lim

b→2−

b∫
1

1
3√2−xdx = lim

b→2−

(
− 3

2 (2− x)
2
3 |b1
)

מתכנס.

פונקציות של סדרות

נקודתית התכנסות

נקודתית מתכנס {fn (x)}∞n=1ש־ נאמר .x ∈ I לכל המוגדרות פונקציות של סדרה {fn (x)}∞n=1 תהי הגדרה:
1 |fn (x)− f (x)| < ε מתקיים: n > N שלכל כך N ∈ N קיים ε > 0 ולכל x ∈ I לכל אם I בקטע f (x)ל־

דוגמה

fn (x) −→
n→∞

f (x) =
{

0 0 ≤ x < 1
1 x = 1

מתקיים: אז x ∈ [0, 1] , fn (x) = xn

Nוב־ εב־ תלוי Nש־ לב נשים 1
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במ"ש התכנסות

ולכל x ∈ I שלכל כך N ∈ N קיים ε > 0 לכל אם f (x)ל־ I בקטע במ"ש מתכנסת {fn (x)}∞n=1 הגדרה:
|fn (x)− f (x)| < ε מתקיים: 2 n > N

דוגמה

fn (x) −→
n→∞

f (x) =
{

0 0 ≤ x < 1
1 x = 1

מתקיים: אז x ∈ [0, 1] , fn (x) = xn הקודמת: הדוגמה את ניקח

x את ניקח .n לכל |fn (x)− f (x)| ≥ 1
ש־4 כך x לבחור צריך ,ε = 1

4 יהי במ"ש: אינה שההתכנסות נראה

.n לכל
∣∣∣fn ( 1

n√2

)
− 0
∣∣∣ = 1

2 >
1
4 מתקיים: ואז x = 1

n√2 להיות:

הבאות: הפונקציות סדרות של במ"ש התכנסות בדקו

.[0, 1] בקטע , {fn (x)}∞n=1 =
{(

1 + 1
n2

)
x2}∞

n=1 (1

lim
n→∞

fn (x) = lim
n→∞

(
1 + 1

n2

)
x2 = x2

אזי:
∣∣fn (x)− x2

∣∣ < ε מתקיים: n > N ולכל x ∈ [0, 1] שלכל כך N ∈ N למצוא צריך ε > 0 יהי

∣∣∣∣(1 + 1
n2

)
x2 − x2

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣x2

n2

∣∣∣∣ ≤︸︷︷︸
0≤x≤1

1
n2 < ε

במ"ש. היא וההתכנסות N =
[

1√
ε

]
לבחור מספיק , n > 1√

ε

{fn (x)}∞n=1 =
{

ln
(
x+ x2

n

)}∞
n=1

(2

: כי הוכיחו

[a, b] ⊂ (0,∞) כאשר , [a, b] קטע בכל מתכנסת {fn (x)}∞n=1 א)

ב־(∞,0) במ"ש מתכנסת איננה הנ"ל ב)

εב־ רק תלוי N ֳֳ 2
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א)

lim
n→∞

fn (x) = lim
n→∞

ln
(
x+ x2

n

)
= ln x

:[a, b] ⊂ ב־(∞,0) במ"ש היא שההתכנסות נוכיח

להוכיח: מספיק ואז הסופרמום, במבחן נשתמש

sup
x∈[a,b]

|fn (x)− f (x)| −→
n→∞

0

sup
x∈[a,b]

∣∣∣∣ln(x+ x2

n

)
− ln x

∣∣∣∣ = sup
x∈[a,b]

∣∣∣ln(1 + x

n

)∣∣∣ =−→ 0

: |fn (x)− f (x)| < ε +ln(x∣∣∣∣כעת: x2

n

)
− ln x

∣∣∣∣ =
∣∣∣ln(1 + x

n

)∣∣∣ < ε

x > 0 =⇒ ln
(
1 + x

n

)
> 0

במ"ש. היא וההתכנסות N =
[

b
eε−1

]
ניקח ואז

ln
(
1 + x

n

)
<︸︷︷︸

x∈[a,b]

ln
(
1 + b

n

)
< ε

1 + b
n < eε

b
n < eεn
n > b

eε−1

.ε = 1
2 ניקח ב)

sup
x∈[0,∞]

∣∣ln (1 + x
n

)∣∣ −→
n→∞

∞ ומתקיים:

∣∣ln (1 + x
n

)∣∣ ≥ 1
2

1 + x
n ≥ e

1
2

x
n ≥ e

1
2 − 1

x ≥ n
(
e

1
2 − 1

) אזי: |fn (x)− f (x)| ≥ 1
ש־2 כך x למצוא צריך

הפריכו או הוכיחו

.Iב־ חסומה f (x) אז f (x)ל־ Iב־ במ"ש מתכנסת {fn (x)} אם (1

lim
n→∞

fn (x) = הוא fn (x) של הגבול אזי ב־(∞,∞−), {fn (x)} =
{
x+ 1

n

}∞
n=1 נכונה. איננה הטענה תשובה:

lim
n→∞

(
x+ 1

n

)
= x

במ"ש: היא שההתכנסות +x∣∣נראה 1
n − x

∣∣ = 1
n < ε מתקיים: x ∈ (−∞,∞) ולכל n > N שלכל כך N ∈ N לבחור צריך , ε > 0 יהי

ב־(∞,∞−). חסומה לא שהיא f (x) = x עבור מתקיים כן, כמו . N =
[ 1
ε

]
לבחור ומספיק , n > 1

ε מכאן,
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במ"ש. היא ההתכנסות אזי רציפה, f (x)ו־ רציפות fn (x) ,f (x)ל־ Iב־ נקודתית מתכנסת {fn (x)} אם (2

עם מתלכדת הגבולית הפונקציה fn (x) =


2nx 0 ≤ x ≤ 1

2n
2− 2nx 1

2n < x ≤ 1
n

0 1
n < x ≤ 1

ניקח נכונה. איננה הטענה תשובה:

.fn (x) −→
n→∞

0 זהותית: 0

במ"ש: לא שההתכנסות נראה

sup
x∈[0,1]

|fn (x)− f (x)| = sup
x∈[0,1]

|fn (x)| = fn

(
1

2n

)
= 1 6−→

n→∞
0

במ"ש: / נקודתית התכנסות בדקו

f (x) =
{

0 x = 0
1
x x 6= 0

הגבולית: בפונקציה נתבונן fn (x) =
{
n2x 0 ≤ x ≤ 1

n
1
x

1
n < x ≤ 1

רציפה. הגבול פונקצית גם אז רציפות פונקציות היא הפונקציות של והסדרה במ"ש היא ההתכנסות אם

אינטגרבילית. איננה הגבולית הפונקציה

12 שיעור

חזקות טורי פונקציות טורי

תרגילים

של: ההתכנסות תחום את מצאו

המנה) (מבחן דלאמבר במבחן נשתמש ,
∞∑
n=1

1
n(1+x2)n .1

lim
n→∞

∣∣∣∣un + 1
un

∣∣∣∣ = lim
n→∞

n
(
1 + x2)n

(n+ 1) (1 + x2)n+1 = lim
n→∞

n

(n+ 1)︸ ︷︷ ︸
−→1

· lim
n→∞

1
(1 + x2) = 1

(1 + x2) < 1︸ ︷︷ ︸
∀x6=0

מתבדר. הרמוני טור
∞∑
n=1

1
n :x = 0 עבור נבדוק , x 6= 0 לכל בהחלט מתכנס הטור

דלאמבר, במבחן נשתמש ,
∞∑
n=1

enx

n2−n+1 .2

lim
n→∞

∣∣∣∣un + 1
un

∣∣∣∣ = lim
n→∞

e(n+1)x (n2 − n+ 1
)(

(n+ 1)2 − (n+ 1) + 1
)
enx

= lim
n→∞

ex
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∞∑
n=1

1
n2 עם נשווה ,

∞∑
n=1

1
n2−n+1 :x = ב־0 התכנסות נבדוק . x < 0⇐⇒ :ex < 1 מתקיים מתי נבדוק

מתכנס. המקורי הטור ולכן מתכנס, טור שהוא
.x ≤ 0 הוא ההתכנסות תחום לכן

דלאמבר, במבחן נשתמש ,
∞∑
n=0

xn (1− x) .3

lim
n→∞

∣∣∣∣un + 1
un

∣∣∣∣ = lim
n→∞

∣∣∣∣xn+1 (1− x)
xn (1− x)

∣∣∣∣ = |x| < 1

∞∑
n=0

2·(−1)n ונקבל x = −1 נציב הקצוות: את נבדוק . −1 < x < 1 בקטע נקודתית מתכנס הטור ולכן

מתכנס.
∞∑
n=0

0 = 0 ונקבל x = 1 נציב מתבדר,

.−1 < x ≤ 1 הוא ההתכנסות תחום לכן

ב־: במ"ש מתכנס הטור האם קבע

−1 < a ≤ x ≤ b < 1 .1

−1 < x < 1 .2

0 ≤ x ≤ 3 .3

Sn (x) =
n−1∑
n=0

xn (1− x) = (1− x) + x (1− x) + . . .+ xn+1 (1− x) = 1− xn הטור סכום את נמצא

S (x) = lim
n→∞

Sn (x) = lim
n→∞

1− xn︸︷︷︸
−1 < x < 1
−→ 0

 = 1

. S (x) =
{

1 −1 < x < 1
0 x = 1

n > N שלכל כך N ∈ N למצוא צריך ,ε > 0 יהי . −1 < a ≤ x ≤ b < ב־1 במ"ש התכנסות נראה .1
|Sn (x)− S (x)| < ε מתקיים x ∈ [a, b] ולכל

|1− xn − 1| = |xn| < ε⇐⇒ ln |x|n < ln ε⇐⇒ n ln |x| < ln ε⇐⇒ n ln |x| < ln ε

ולכן 0 ≤ |x| < 1 כיוון: הופך השוויון ואי שליליים ln של הערכים −1 < a ≤ x ≤ b < ש־1 מכיוון
היא ln |x| כי ,n > ln ε

ln|x| ≥
ln ε
ln|b| מכאן .ln |x| < 0

לבחור מספיק . 1
ln|b| ≤

1
ln|x| ולכן , ln |x| ≤ ln |b| מתקיים x ∈ [a, b] לכל ולכן עולה, פונקציה

.N =
[

ln ε
ln|b|

]
במ"ש. היא ההתכנסות [a, b] בקטע לכן בלבד, εב־ אלא xב־ תלוי אינו N
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וההתכנסות xב־ תלוי N מכאן, .ln ln ε
ln|x| −→x→1

0 ולכן ln |x| −→
x→1

0 , n > ln ε
ln|x| מתקיים , −1 < x < 1 .2

במ"ש. איננה

במ"ש. מתכנס לא גם בפרט ולכן מתכנס, הטור התחום בכל לא 0 ≤ x ≤ 3 .3

תרגיל

[0, ב־[1 במ"ש מתכנס
∞∑
n=1

xn (1− x)n כי הוכיחו (2

.x = 1
2 בנק' המקס' את מקבלת והיא f ′ (x) = 1− 2x אזי f (x) = x (1− x) נגדיר הוכחה:

גם אז מתכנס
∑
|an| אם . |xn (1− x)n| < |an| מתקיים: x לכל מכאן, ווירשטראס: של M במבחן נשתמש

במ"ש. מתכנס
∑
xn (1− x)n

ולכן , |x (1− x)| ≤ 1
4 ז"א , f (x) של מוחלט מקסימום נק' היא

( 1
2 ,

1
4
)
לכן , f

( 1
2
)

= 1
2
(
1− 1

2
)

= 1
4

. |xn (1− x)n| ≤ 1
4n

במ"ש מתכנס המקורי הטור ווירשטארס, M מבחן לפי מכאן, מתכנס. ולכן q = 1
4 < 1 עם הנדסי טור

∞∑
n=1

1
4n

[0, ב־[1

מתכנס), הטור (ז"א היטב מוגדרת f כי הוכיחו . x ∈ R כאשר f (x) =
∞∑
n=1

cosnx
n3 ע"י מוגדרת f (x) תהי (3

.x ∈ R לכל רציפה f ′ (x)−ו גזירה שהיא

∞∑
n=1

cosnx
n3 ווירשטראס, מבחן לפי ולכן מתכנס

∞∑
n=1

1
n3 ,

∣∣∣ cos(nx)
n3

∣∣∣ ≤ 1
n3 : x ∈ R לכל התכנסות נוכיח .1

היטב. מוגדרת הפונקציה ולכן במ"ש מתכנס

מתקיימים: הבאים התנאים 2 אם אזי ,I בקטע גזירות פונקציות של טור
∞∑
n=1

un (x) יהי משפט:

I הקטע של אחת בנקודה לפחות מתכנס
∞∑
n=1

un (x) (1

Iב־ במ"ש מתכנס ,
∞∑
n=1

u′n (x) הנגזרות, של הטור (2

התנאים: שלושת גם מתקיימים אזי ,

S (x) לפונקציה Iב־ במ"ש מתכנס
∞∑
n=1

un (x) הטור (1

בקטע גזירה S (x) (2

S′ (x) =
∞∑
n=1

u′n (x) השיוויון מתקיים (3

.Rב־ גזירה f (x) המשפט לפי ואז במ"ש, מתכנס הנגזרות טור כי נראה

∞∑
n=1

(
cos (nx)
n3

)′
=
∞∑
n=1

−n sinnx
n3 = −

∞∑
n=1

sinnx
n2
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במ"ש. מתכנס , −
∞∑
n=1

sinnx
n2 גם ווירשטראס מבחן לפי לכן מתכנס,

∞∑
n=1

1
n2 ,

∣∣ sinnx
n2

∣∣ ≤ 1
n2 מתקיים ∀x ∈ R

ולכן Rב־ במ"ש מתכנס והטור ,x ∈ R לכל רציפות sin x
n2 הפונקציות , f ′ (x) = −

∞∑
n=1

sinnx
n2 המשפט לפי לכן,

.Rב־ רציפה f ′ (x)

קבוע. a כאשר , 1 < a ≤ x עבור
∞∑
n=1

n
xn הטור סכום מהו (4

הקטע, של אחת בנקודה שיתכנס מספיק משפט, (לפי . x ≥ a > 1 לכל מתכנס הטור . f (x) =
∞∑
n=1

1
xn נגדיר

מתכנס. הנדסי טור וזה
∞∑
n=1

1
2n נקבל x = 2 כאשר לדוגמה אז

דלאמבר, מבחן לפי התכנסות לבדוק אפשר אחרת,

lim
n→∞

∣∣∣∣un+1

un

∣∣∣∣ = lim
n→∞

∣∣∣∣ xnxn+1

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣ 1x
∣∣∣∣ < 1

מתכנס. הטור x ≥ a > 1 עבור שלנו בתחום ולכן .|x| > 1 ולכן

.x ≥ a > ב־1 במ"ש מתכנס הנגזרות שטור נראה

מתכנס.
∞∑
n=1

n
an+1 כי וקיבלנו ,x ≥ a > 1 לכל

∣∣ −n
xn+1

∣∣ ≤ n
an+1 עבורו מתקיים אזי ,

∞∑
n=1

−n
xn+1 הוא הנגזרות טור

. lim
n→∞

(n+1)an+1

an+2 = 1
a < 1

f ′ (x) =
∞∑
n=1

( 1
xn

)′
= משפט: לפי ולכן x ≥ a > ב־1 במ"ש מתכנס הנגזרות טור ווירשטראס, מבחן לפי , ולכן

.−
∞∑
n=1

n
xn+1

f ′ (x) = ולכן f (x) =
1
x

1− 1
x

= 1
x−1 , (−1 < q < 1 (כאשר f (x) =

∞∑
n=1

1
xn =︸︷︷︸

↑
∞∑
n=1

aqn−1 = a
1−q

1
x

1− 1
x

− 1
(x−1)2 = −

∞∑
n=1

n
xn+1

x
(x−1)2 =

∞∑
n=1

n
xn ⇐⇒

1
(x−1)2 = 1

x

∞∑
n=1

n
xn מכאן,

השלמה) (שיעור 13 שיעור

משתנים שני של פונקציות

הגדרה תחום

.R3ב־ תשורטט f (x, y) הפונקציה . D ⊂ R2
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כפולים וגבולות חוזרים גבולות

קיימים: הבאים הגבולות האם חשב (1

lim
x→ 0
y → 0

sin xy
x2+y2 כפול: גבול

 lim
y→0

lim
x→0

sin xy
x2+y2

lim
x→0

lim
y→0

sin xy
x2+y2

חוזרים: גבולות

הכפול: הגבול את נחשב

(x, y)→ (0, 0) lim
x = 0
y → 0

sin xy
x2 + y2 = 0

lim
x=y→0

sin xy
x2 + y2 = lim

y→0

sin y2

y2 + y2 = lim
y→0

sin y2

2y2 = 1
2

קיים. איננו הכפול הגבול כי היא המסקנה

החוזרים: הגבולות את נחשב

lim
x→0

lim
y→0

sin xy
x2 + y2 = 0

lim
x→0

lim
y→0

sin xy
x2 + y2 = 0

ושווים. קיימים, החוזרים הגבולות ולכן

lim
(x,y)→(0,0)

x2

x2+y2 חשב: (2

החוזרים: הגבולות את נחשב

lim
x→0

lim
y→0

x2

x2 + y2 = 1
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lim
y→0

lim
x→0

x2

x2 + y2 = 0

קיים. לא הכפול הגבול כי לומר ניתן משפט לפי שווים. לא אך קיימים החוזרים הגבולות לכן

הכפול: הגבול את נחשב

lim
x = 0
y → 0

x2

x2+y2 = 0

lim
y = 0
x→ 0

x2

x2+y2 = 1

lim
x=y→0

x2

x2+y2 = 1
2

קיים. איננו הכפול הגבול ולכן

הגדרתן. בתחום הבאות הפונקציות של הרציפות את בדקו (3

f (x, y) =
{

x2y
x2+y2 (x, y) 6= (0, 0)
0 (x, y) = (0, 0)

(1

.(0, ב־(0 רציפות נבדוק רציפות, פונקציות של כהרכבה רציפה הפונקציה (x, y) 6= (0, 0) לכל

lim
y → 0
x→ 0

x2y

x2 + y2 =?

lim
y = x2

x→ 0

x4

2x2 = 0

.(0, ב־(0 רציפה לא הפונקציה לכן

f (x, y) =
{

xy√
x2+y2

(x, y) 6= (0, 0)

0 (x, y) = (0, 0)
(2

0 ≤
∣∣∣∣∣ xy√

x2 + y2

∣∣∣∣∣ ≤ x2 + y2

2
√
x2 + y2

=
√
x2 + y2

2 −→
(x,y)→0

0
(0,0)

הנק' בשאר .(0, ב־(0 רציפה הפונקציה ולכן lim
(x,y)→(0,0)

f (x, y) = 0 = f (0, 0) הסנדוויץ' כלל לפי ולכן

רציפות. פונק' של כהרכבה רציפה הפונקציה
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כולו? R2ב־ רציפה שתהייה כך (0, 1) בנק' f (x, y) = arctan x2−1
x2+(y−1)2 את להגדיר ניתן האם (4

lim
(x,y)→(0,0)

arctan x2 − 1
x2 + (y − 1)2 = −π2

f (x, y) =
{

arctan x2−1
x2+(y−1)2 (x, y) 6= (0, 1)

−π2 (x, y) = (0, 1)

.R2ב־ רציפה ולכן

(5

מכוונות נגזרות

(x0, y0) ∈ R2 ותהי f : R2 −→ R תהי הגדרה:

∂f

∂~u
= (x0, y0) = lim

t→0

f ((x0, y0) + t~u)− f (x0, y0)
t

בכיוון (x0, y0) בנקודה f (x, y) של המכוונת הנגזרת נקרא ~u בכיוון יחידה וקטור ~u = (u1, u2) כאשר
.~u הווקטור

.∂f∂~u = ∂f
∂y אזי ~u = (0, 1) ואם ∂f∂~u = ∂f

∂x אזי ~u = (1, 0) אם

~h = (−1, 1) ווקטור של בכיוון a = (1, 1) בנק' f (x, y) = 3x2 + 5y2 של המכוונת הנגזרת את חשבו

~u = ~h

‖~h‖
=
(
− 1√

2 ,
1√
2

)
ולכן ‖~h‖ =

√
(−1)2 + 12 =

√
2

∂f

∂~u
= (1, 1) = lim

t→0

f
(

(1, 1) + t
(
− 1√

2 ,
1√
2

))
− f (1, 1)

t
= lim
t→0

f
(

1− t√
2 , 1 + t√

2

)
− f (1, 1)

t

= lim
t→0

3
(

1− t√
2

)2
+ 5

(
1 + t√

2

)2
− 8

t
= lim
t→0

3− 6t√
2 + 3t2

2 + 5 + 10t√
2 + t2

2 − 8
t

= lim
t→0
− 6t√

2
+ 3t

2 + 10√
2

+ t

2 = 4√
2

= 2
√

2
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∂f
∂~u = (a) = ∇f (a) · ~u = אזי aב־ דיפרנציאבילית f אם יחידה. וקטור ~u נקודה, a ∈ R2 תהי משפט:

fx (a) · u1 + fy (a) · u2

f ′x = 6x
f ′y = 10y ⇐= f (x, y) = 3x2 + 5y2 למשל:

lim
x→x0

f(x)−f(x0)
x−x0

= lim
x→x0

f(x0+t)−f(x0)
t אחד: במשתנה הנגזרת להגדרת תזכורת

∂f
∂x (x0, y0) = lim

t→0
f(x0+t,y0)−f(x0,y0)

t :x לפי משתנים ב־2 פונקציה של הנגזרת הגדרת

∂f
∂y (x0, y0) = lim

t→0
f(x0,y0+t)−f(x0,y0)

t :y לפי משתנים ב־2 פונקציה של הנגזרת הגדרת

לרשום: ניתן ,x0)אם y0) בנקודה (גזירה) דיפרנציאבילית נקראת f (x, y) הגדרה:

f (x0 +∆x, y0 +∆y)− f (x0, y0) = f ′x (x0, y0)∆x+ f ′y (x0, y0)∆y + ε (∆x,∆y)
√
∆x2 +∆y2

3. lim
∆x→ 0
∆y → 0

ε (∆x,∆y) = 0 כאשר

הנגזרות האם ? (0, ב־(0 דיפרנציאבילית f (x, y) =
{(
x2 + y2) sin 1√

x2+y2
(x, y) 6= (0, 0)

0 (x, y) = (0, 0)
האם (6

?(0, ב־(0 רציפות החלקיות

∂f

∂x
= (0, 0) = lim

t→0

f (t, 0)− f (0, 0)
t

= lim
t→0

t2 sin 1√
t2

t
= lim
t→0

t︸︷︷︸
→0

· sin 1√
t2︸ ︷︷ ︸

blocked

= 0

∂f

∂y
= (0, 0) = lim

t→0

f (0, t)− f (0, 0)
t

= lim
t→0

t2 sin 1√
t2

t
= 0

f (0 +∆x, 0 +∆y)− f (0, 0) = 0 ·∆x+ 0 ·∆y + ε (∆x,∆y)
√
∆x2 +∆y2

פונקציה היא ε כי לב נשים 3
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(
∆x2 +∆y2) sin 1√

∆x2 +∆y2
= ε (∆x,∆y)

√
∆x2 +∆y2

:ε את ומבודדים בנוסחה מציבים

lim
∆x→ 0
∆y → 0

ε (∆x,∆y)
√
∆x2 +∆y2 = lim

∆x→ 0
∆y → 0

(
∆x2 +∆y2) sin 1√

∆x2+∆y2√
∆x2 +∆y2

=

lim
∆x→ 0
∆y → 0

√
∆x2 +∆y2︸ ︷︷ ︸
−→0

· sin 1√
∆x2 +∆y2︸ ︷︷ ︸
blocked

= 0

:(0, 0) בנק' f ′x (x, y) של רציפות נבדוק .(0, ב־ֵ(0 דיפרציאבילית f (x, y) מסקנה:

f ′x =

2x · sin 1√
x2+y2

+
(
x2 + y2) · (− x

(x2+y2)
3
2

)
cos
(

1√
x2+y2

)
(x, y) 6= (0, 0)

0 (x, y) = (0, 0)

=
{

2x · sin 1√
x2+y2

− x√
x2+y2

cos 1√
x2+y2

(x, y) 6= (0, 0)

0 (x, y) = (0, 0)

lim
(x,y)→(0,0)

f ′x =?

הסדרה את (נציב lim
(x,y)→(0,0)

f ′x = −1 אזי:
y = 0

x = 1
2πn −→n→∞ 0

( 1
2πn , 0

)
−→ (0, 0) אפסה: סדרה ניקח

.(
( 1

2πn , 0
)

נכון. לא ההיפך (x0, y0) בנקודה רציפה f (x, y) אז (x0, y0)ב־ דיפרנציאבילית f (x, y) אם משפט:
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דוגמה:

f (x, y) =
{

xy√
x2+y2

(x, y) 6= (0, 0)

0 (x, y) = (0, 0)

בדקנו. , (0, 0) ב־ רציפה

∂f

∂x
= (0, 0) = lim

t→0

f (t, 0)− f (0, 0)
t

= lim
t→0

0− 0
t

= 0

∂f

∂y
= (0, 0) = lim

t→0

f (0, t)− f (0, 0)
t

== lim
t→0

0− 0
t

= 0

f (∆x,∆y)− f (0, 0) = ε (∆x,∆y)
√
∆x2 +∆y2 =⇒ ∆x∆y√

∆x2 +∆y2
= ε (∆x,∆y)

√
∆x2 +∆y2

lim
∆x→ 0
∆y → 0

ε (∆x,∆y) = lim
∆x→ 0
∆y → 0

∆x∆y√
∆x2 +∆y2

=?

מסלול: נבחר

lim
∆x=∆y→0

∆x∆y√
∆x2 +∆y2

= lim
∆x=∆y→0

∆x2

2∆x2 = 1
2 6= 0

.(0, ב־(0 דיפרנציאבילית לא f (x, y) ולכן

:~u = (u1, u2) יחידה וקטור של בכיוון (x0, y0) בנקודה f דיפרנציאבילית פונקציה של מכוונת נגזרת תזכורת:

∂f

∂~u
= (x0, y0) = f ′x (x0, y0) · ~u1 + f ′y (x0, y0) · ~u2

שראינו. בדוגמה כמו

הגדרה: ע"פ ולא המשפט ע"פ רק דוגמה, אותה את נעשה

f ′x (1, 1) = 6x|(x,y)=(1,1) = 6
f ′y (1, 1) = 10y|(x,y)=(1,1) = 10 ולכן: f (x, y) = 3x2 + 5y2 , ~u =

(
− 1√

2 ,
1√
2

)
אזי , (x0, y0) = (1, 1)

∂f

∂~u
= (1, 1) = 6 ·

(
− 1√

2

)
+ 10 ·

(
1√
2

)
= 2
√

2
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במשפט להשתמש וניתן דיפרנציאבילית היא הפונקציה אזי רציפות החלקיות שהנגזרות מכיוון חשובה: הערה
זה.

(7

f (x, y, z) = 0 למשטח: משיק מישור

המשיק. למישור נורמל וקטור ~n =
(
f ′x (x0, y0, z0) , f ′y (x0, y0, z0) , f ′z (x0, y0, z0)

)
f ′x (x0, y0, z0) = g′x (x0, y0) ~n =

(
g′x (x0, y0) , g′y (x0, y0) ,−1

)
f ′x (x0, y0, z0) = g′y (x0, y0) =⇒ (x− x0, y − y0, z − z0)︸ ︷︷ ︸

vector in our plane
f ′x (x0, y0, z0) = −1

.g (x, y)−z = 0 ולכן z = g (x, y) שלנו: במקרה

בנקודה z = g (x, y) למשטח משיק מישור הוא , g′x (x0, y0) (x− x0)+g′y (x0, y0) (y − y0)−(z − z0) = 0
z0 = g (x0, y0) כאשר (x0, y0, z0)

(1,−1, 3) בנקודה z = 2x2 + y2 האליפטי לפרבולואיד המשיק המישור את מצא (8

משיק. מישור 4x− 2y − z = 3 ולכן 4 (x− 1)− 2 (y + 1)− (z − 3) = 0 z′x (1,−1) = 4
z′y (1,−1) = −2 ,

z′x = 4x
z′y = 2y

(9

מקומי: קיצון נקודות

f (x, y) = x3 + 3xy2 − 39x− 36y + 26

לקיצון): החשודות (נק' הקריטיות הנק' את }נמצא
f ′x = 3x2 + 3y2 − 39 = 0
f ′y = 6xy − 36 = 0

=
{
x2 + y2 = 13
2xy = 12

=

(x− y)2 = 1 ⇐= נחסר: ואם (x+ y)2 = 25 ⇐= x2 + 2xy + y2 = 25 המשוואות: את נחבר אם
x2 − 2xy + y2 = 1

לינאריות: מערכות 4 }קיבלנו
x+ y = 5
x− y = 1
=⇒ 2x = 6
x = 3
y = 2

,

{
x+ y = 5
x− y = −1
=⇒ 2x = 4
x = 2
y = 3

,

{
x+ y = −5
x− y = 1
=⇒ 2x = −4
x = −2
y = −3

,

{
x+ y = −5
x− y = −1
=⇒ 2x = −6
x = −3
y = −2

f ′xx (3, 2) = 18 > 0 מתקיים: (3, 2) בנק' , fxxfyy−fxyfyx = 36
(
x2 − y2) ו־ fxx = 6x .

fxx = 6x
fyy = 6x
fxy = 6y
fyx = 6y

ולכן:

מקומי מינימום נקודת (3, 2) ולכן ∆ (3, 2) = 32 · (9− 4) > 0 ,

60



קיצון). בה (אין אוכף נק' (2, 3) , ∆36 · (4− 9) < 0 , f ′xx (2, 3) = 12 > 0 ,(2, 3) בנק' . f (3, 2) = 100
, ∆ = 36 (4− 9) < 0 , f ′xx (−2,−3) = −12 < 0 , (−2, 3) בנק'

ולכן ∆36 · (9− 4) > 0 , f ′xx (−3,−2) = −18 < 0 , (−3,−2) בנק' , קיצון) בה (אין (3−,2−)אוכף
מקסימום. נק' f (−3,−2) = 152

זכור:

מקומי. מינימום נק' f (x0, y0) אז

{
f ′xx (x0, y0) > 0
fxx (x0, y0) · fyy (x0, y0)− fxy (x0, y0) · fyx (x0, y0) > 0

אם

מקומי. מקסימום נק' f (x0, y0) אז

{
f ′xx (x0, y0) < 0
fxx (x0, y0) · fyy (x0, y0)− fxy (x0, y0) · fyx (x0, y0) > 0

אם

קיצון). (לא אוכף נקודת היא הנקודה אזי , fxx (x0, y0) · fyy (x0, y0)− fxy (x0, y0) · fyx (x0, y0) < 0 אם
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