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1 שיעור

דטרמיננטות

ּ. σ : A −→ A ועל חח"ע פונקציה היא (פרמוטציה), תמורה

.Sn מסומנת SA , A = {1, . . . , n} סופית, A שבו במקרה .A על התמורות כל קבו' ־ SA

σ =

1 2 3
↓ ↓ ↓
3 2 1

 דוגמה:

הגדרה:

.σ (i) > σ (j) אבל 1 ≤ i < j <≤ n ש־ כך (i, j) זוג הוא ,σ ∈ Sn בתמורה סדר חילוף

דוגמה:

(1, 2) , (1, 3) , (2, 3) הם הסדר חילופי הנ"ל, בדוג'

הגדרה:

id (k) = k מתקיים k ∈ 1, . . . , n לכל שבה הזהות תמורת היא id ∈ Sn

הופכית תמורה

.k לכל σ−1 (σ (k)) = k ומתקיים σל־ ההופכית התמורה היא σ−1 ∈ Sn

הגדרה:

אחרות, במלים ו־1−אחרת. זוגי σב־ הסדר חילופי מס' אם 1 הוא ,sgn (σ) שיסומן σ ∈ Sn תמורה של הסימן
.σב־ הסדר חילופי מס' הוא k כאשר sgn (σ) = (−1)k

משפט:

sgn (στ) = sgn (σ) · sgn (τ) :σ, τ ∈ Sn לכל

sgn (σ) · sgn
(
σ−1) = sgn

(
σσ−1) = sgn (id) = הרי (כי .sgn (σ) = sgn

(
σ−1) ,σ ∈ Sn לכל מסקנה:

הקודם) המשפט לפי (−1)0 = 1

( sgn (σ)2 = (±1)2 = 1 (כי sgn
(
σ−1) = sgn (σ)2 · sgn

(
σ−1) = sgn (σ) כן, כמו
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הגדרה:

במקרה .σ (k) = k , k 6= i, j ולכל

{
σ (j) i

σ (i) j
שעבורם 1 ≤ i < j ≤ n שיש כך σ תמורה הוא Snב־ חילוף

.(i, j) תסומן התמורה כזה,

שאינו m ולכל ,



σ (i1) i2

σ (i2) i3
...

σ (ik−1) ik

σ (ik) i1

ש: כך שונים 1 ≤ i1, . . . , ik ≤ n שיש כך σ תמורה הוא Snב־ מחזור

.(i1, . . . , ik) תסומן σ כזה, במקרה .σ (m) = m , i1, . . . , ik

משפט:

.1 ≤ i < j ≤ n לכל ,sgn (ij) = −1

מתקיים: אזי כרצוננו), σ ערכי (ושאר

{
σ (1) i

σ (2) j
המקיים σ ∈ Sn עבור (i, j) = σ (1, 2)σ−1 הוכחה:

j ←− 2←− 1←− i
i←− 1←− 2←− j

k ←− σ−1 (k)←− σ−1 (k)←− k 6= i, j

sgn ((i, j)) = sgn
(
σ (1, 2)σ−1) = sgn (σ)sgn (1, 2) sgn

(
σ−1)︸ ︷︷ ︸

sgn(σ)sgn(σ−1)=1

= sgn (1, 2)

מסקנה:

sgn (i1, . . . , ik) = (−1)k−1

(בדקו!) (i1, . . . , ik) = (i1, i2) (i2, i3) . . . (ik−1, ik) הוכחה:

sgn (i1, . . . , ik) = sgn ((i1, i2))︸ ︷︷ ︸
−1

. . . sgn ((ik−1, ik))︸ ︷︷ ︸
−1

= (−1)k−1

זרים. מחזורים של מכפלה היא תמורה כל

(עמודה) שורה ע"פ דטרמיננטה לפיתוח נוסחה

|A| :=
∑
σ∈Sn

sgn (σ) a1σ(1) · . . . · anσ(n)
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:− בסימן ההפוכים והאלכסונים ,+ בסימן לימין) (משמאל הרגילים האלכסונים על המכפלות את לוקחים

∣∣∣∣∣∣
a b c
d e f
g h i

∣∣∣∣∣∣ = (aei+ bfg + edh)− (ceg + afh+ bdi)

משפט:

|A| =) .A של האלכסון איברי למכפלת |A|שווה אזי עליונה, משולשית מטריצה A ∈ Mn (F) תהי

(

∣∣∣∣∣∣∣
a1 ∗ ∗

0
. . . ∗

0 0 an

∣∣∣∣∣∣∣ = a11 · a22 · . . . · ann

.σ (i) 6= i ש: כך ביותר הקטן הראשון המספר 1 ≤ i ≤ n כלשהו, i קיים אזי ,id 6= σ ∈ Sn תהי הוכחה:
(כי i 6= j , ( j = σ−1 (i) (למעשה σ (j) = iש־ כך 1 ≤ j ≤ n יהי :i < σ (i) נניח סיימנו. σ (i) < i אם

.σ (j) < j קיים כי הראינו ולכן .σ (j) = i < j נובע ,i של ממינימליות (σ (j) = i ,σ (i) 6= i

aiσ(i) = 0 =⇒ sgn (σ) a1σ(1) · . . . · anσ(n) = 0 ולכן: σ (i) < i שמתקיים כך i יש ,id 6= σ ∈ Sn לכל לכן,

|A| =
∑
σ∈Sn

sgn (σ) a1σ(1) . . . anσ(n) = sgn (id) · a1·id (1)︸ ︷︷ ︸
1

· . . . · a
n id (n)︸ ︷︷ ︸

n

= 1 · a11 · . . . · ann

משפט:

וקטורי w, u ∈ Mn (F) לכל .(A′ המטריצה שורות הם v1, . . . , vn) A′ =

− v1 −
...

...
...

− vn −

 ∈ Mn (F) תהי

מתקיים: 1 ≤ i ≤ n ולכל α, β ∈ F ולכל שורה

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

v1
...

vi−1
αu+ βw
vi+1
...
vn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣︸ ︷︷ ︸
A

= α

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

v1
...

vi−1
u
vi+1
...
vn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣︸ ︷︷ ︸
A1

+β

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

v1
...

vi−1
w
vi+1
...
vn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣︸ ︷︷ ︸
A2
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הגדרה. ע"פ ישיר חישוב (סקירה) הוכחה:

∣∣A∣∣ =
∑
σ∈Sn

sgn (σ) · a1σ(1) · . . . · ai−1σ(i−1) ·
(
αuσ(i) + βwσ(i)

)
· ai+1σ(i+1) · . . . · anσ(n) =

α
∑
σ∈Sn

sgn (σ) · a1σ(1) · . . . · ai−1σ(i−1) · uσ(i) · ai+1σ(i+1) · . . . · anσ(n)︸ ︷︷ ︸
A1

+

β
∑
σ∈Sn

sgn (σ) · a1σ(1) · . . . · ai−1σ(i−1) · wσ(i) · ai+1σ(i+1) · . . . · anσ(n)︸ ︷︷ ︸
A2

=
∣∣A1
∣∣+
∣∣A2
∣∣

2 שיעור

.A ∈ Fn×n ≡Mn (F) נניח אחרת, מצויין אם אלא מעתה,

עוד לינארית. העתקה זוהי (למעשה הדטרמיננטה שורות על הלינאריות תכונת מתקיימת כי קודם, בשיעור ראינו
בהמשך). לינאריות העתקות ∣∣∣∣∣∣על

· · ·
αv + βu
· · ·

∣∣∣∣∣∣ = α

∣∣∣∣∣∣
· · ·
v
· · ·

∣∣∣∣∣∣+ β

∣∣∣∣∣∣
· · ·
u
· · ·

∣∣∣∣∣∣ מתקיים ז"א,

α · |A| = |A′| אזי α בסקלר שורה וקטור כפל ע"י Aמ־ ′Aמתקבלת אם מהלינאריות: מיידית מסקנה

אפס ערך יש לדטרמיננטה שוות שורות 2 בעלת במטריצה

שוות. שורות 2 בעלת A ∈Mn (F) מטריצה תהי הוכחה:

Odd := {σ ∈ Sn | sgn (σ) = −1}
Even := {σ ∈ Sn | sgn (σ) = 1}

f (σ) = σ ◦ (i, j) ע"י מוגדרת f : Even −→ Odd שהפונקציה כך 1 ≤ i, j ≤ n נקבע

:Odd לתוך אכן,

sgn (f (σ)) = sgn (σ)︸ ︷︷ ︸
∈Even=1

· sgn ((i, j))︸ ︷︷ ︸
−1

= −1

ומתקיים f : Odd −→ Even גם סיבה, מאותה

f ◦ f (σ) = f (σ (i, j)) = f ◦ f = id
σ ◦ (i, j) ◦ (i, j)︸ ︷︷ ︸

id

= σ

אזי: (1 ≤ i < j ≤ n) שוות, i, j שורות נניח
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|A| =
∑
σ∈Sn

sgn (σ)·a1σ(1)·. . .·anσ(n) =
∑

σ∈Even
sgn (σ)·a1σ(1)·. . .·anσ(n)+

∑
σ∈Odd

sgn (σ)·a1σ(1)·. . .·anσ(n)

מתקיים ,(∗) ועל חח"ע fש־ מכיוון . τi := f (σ) = σ ◦ (i, j) נגדיר

=︸︷︷︸
*

∑
σ∈Even

. . . ” . . .+
∑
σ∈Odd

sgn (τ)·a1τ(1)·. . .·anτ(n) =
∑

σ∈Even
1·a1σ(1)·. . .·anσ(n)+

∑
σ∈Even︸ ︷︷ ︸
∗∗

−1·a1σ(1)·. . .·anσ(n)

∗∗ : τ = σ ◦ (i, j)
k 6= i, j −→ σ (k) = k
k = i −→ σ (k) = j
k = j −→ σ (k) = i

a1σ(1) · . . . · ai−1σ(i−1) · aiσ(j)︸ ︷︷ ︸
=aiσ(i)

·ai+1σ(i+1) · . . . · aj−1σ(j−1) · ajσ(i)︸ ︷︷ ︸
=ajσ(j)

·aj+1σ(j+1) · . . . · anσ(n)

|A| =
∑
σ∈Even 1·a1σ(1) ·. . .·anσ(n)−

∑
σ∈Even︸ ︷︷ ︸
∗∗

a1σ(1) ·) זה: את זה מבטלים האיברים לכן שוות, j ו־ i שורות

(. . . · anσ(n) = 0

אזי (i 6= j) Ri + αRj −→ Ri מהצורה: פעולה ע"י A מהמטריצה מתקבלת A′ המטריצה אם מסקנה:
|A′| = |A|

|A′| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
· · ·B · · ·

· · ·ui + αvj · · ·
· · ·C · · ·
· · · vj · · ·
· · ·D · · ·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
· · ·B · · ·
· · ·ui · · ·
· · ·C · · ·
· · · vj · · ·
· · ·D · · ·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+ α

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
· · ·B · · ·
· · · vj · · ·
· · ·C · · ·
· · · vj · · ·
· · ·D · · ·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣︸ ︷︷ ︸
=0

= |A| אזי: A =


· · ·B · · ·
· · · vi · · ·
· · ·C · · ·
· · · vj · · ·
· · ·D · · ·

 נסמן: הוכחה:

|A′| = − |A| אזי i, j שורות החלפת ע"י Aמ־ מתקבלת A′ אם משפט:

הוכחה:

|A′| =
i −→

j −→

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

...
u
...
v
...

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=︸︷︷︸

Ri−Rj

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

...
u− v
...
v
...

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=︸︷︷︸

Rj+Ri

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

...
u− v
...
u
...

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=︸︷︷︸

Ri−Rj

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

...
−v
...
u
...

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= −

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

...
v
...
u
...

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= − |A|

קודמים. ממשפטים השוויונות, כל
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של: הגדרה ע"פ (בחישוב O
(
n3) של בסיבוכיות המטריצה דירוג ע"י דטרמיננטה לחשב אפשר מסקנה:

(O (n · n!)

|A| =
∣∣AT ∣∣ משפט:

למשל: כן. גם המטריצה עמודות לגבי המטריצה, בשורות העוסקים המשפטים נכונות את להסיק ניתן מסקנה:
(|A| =

∣∣AT ∣∣ = 0 |A|(הוכחה: = 0 אזי שוות עמודות שתי A במטריצה אם

כמו־דטרמיננטה

הבאים: התנאים מתקיימים אם "כמו־דטרמיננטה" תיקרא f : Fn×n −→ F פונקציה הגדרה:

f


...

αu+ βv
...

 = αf


...
u
...

+ βf


...
v
...

 המטריצה. של שורה בכל לינארית f א)

f (A′) = −f (A) ומתקיים שורות שתי החלפת ע"י מתקבלת A′ אם ב)

מ־ב נובע ג אז 2 6= השדה של המאפיין (אם שוות. שורות 2 עם A כל עבור f (A) = 0 ג)

דטרמיננטה: כמו שהם לפונקציות דוגמאות

טריוויאלי) עצמה, הדטרמיננטה (פונקציית f (A) : |A| (1

מטריצות) של (בלוקים f (A) :=
∣∣∣∣B C
0 A

∣∣∣∣ קבועות: B,C עבור (2

f


...

αu+ βv
...

 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
B C

0 · · · 0
...

. . .
...

0 · · · 0

...
αu+ βv

...

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
B C
...

α (0, . . . , u)
...

...
β (0, . . . , v)

...

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= α

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
B C
...
u
...

...
(0, . . . , 0)

...

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+β

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
B C
...

(0, . . . , 0)
...

...
v
...

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

בשורה: שורה כפל היא הסיבה . f (A) := |AB| קבועה: B עבור (3

A →−שורות

· · · v1 · · ·
...

· · · vn · · ·

B =

· · · v1B · · ·
...

· · · vnB · · ·

 ←−AB שורות

α = f (I) כאשר f (A) = α |A| מקיימת f (A):ש מתקיים אז כמו־דטרמיננטה היא f אם משפט:
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. f (A) את משנה אינה אחרת לשורה שורה של כפולה הוספת כמו־דטרמיננטה, של א,ב,ג מתכונות הוכחה:

3 שיעור

קרמר: משפט

הפיכה. Aש־ כך משוואות מערכת Ax = b תהי

שבה ,i לעמודה פרט ,A לעמודות שוות שעמודותיה המטריצה היא Ai כאשר Xi = |Ai|
|A| , i = 1, . . . , n לכל

.b ווקטור את נכתוב

x2 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1

b︷︸︸︷
1 1

−1 0 2
1 1︸︷︷︸ −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 1
−1 1 2
1 0 −1

∣∣∣∣∣∣
= (לדוגמה): x2 את לחשב ניתן ,

 1 0 1
−1 1 2
1 0 −1


︸ ︷︷ ︸

A

x1
x2
x3


︸ ︷︷ ︸

x

=

1
0
1


︸ ︷︷ ︸
b

דוגמה:

0+2+(−1)−(2+1+0)
−1+0+0−(0+0+1) = −2

−2 = 1

המשפט: הוכחת

∣∣Ai

∣∣∣∣A∣∣ =
∣∣A∣∣−1·

∣∣Ai

∣∣ =
∣∣A−1

∣∣·∣∣Ai

∣∣ =
∣∣A−1 ·Ai

∣∣ =

∣∣∣∣∣A−1

(
u1, . . . , 6

b︷︸︸︷
ui , . . . , un

)∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣A−1u1, . . . , A−1 6

A−1b︷︸︸︷
ui , . . . , A−1un

∣∣∣∣
עזר: במשפט נשתמש

(e1, . . . , en) = I = A−1A = A−1 (u1, . . . , un) =
(
A−1u1, . . . , A

−1un
)

:i = 1, . . . , n לכל כי נובע מהמשפט

A−1ui = ei︸︷︷︸

0
...
1
...
0

←−i
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אזי:

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 . . . 0 x1 0 0 0

0 1 · · · 0
...

. . .
...

...
. . . 0 · · · 0

0 0 · · · 1 0 · · · 0
Xi 0 · · · 0

1
. . .

. . . 0
· · · xn · · · 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
הגדרה:

מחיקת ע"י Aמ־ המתקבלת Aij ∈ Fn−1×n−1 המטריצה הוא ,Aij מסומן A ∈ Fn×n של (i, j)ה־ המינור
.j ועמודה i שורה

עמודה) שורה לפי דטרמיננטה (פיתוח משפט:

|A| =
n∑
j=1

(−1)i+j · aij · |Aij | :i שורה לפי פיתוח א.

|A| =
n∑
i=1

(−1)i+j · aij · |Aij | :j עמודה לפי פיתוח ב.

הוכחה:

. A =

 B
ai1, . . . ain

C

←− i שורה :A רכיבי את נסמן א.

(ai1, . . . , ain) = ai1e1 + . . .+ ainen

,i בשורה הדט' מלינאריות

∣∣A∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
B

ai1 · · · ain
C

∣∣∣∣∣∣ = ai1

∣∣∣∣∣∣
B

1 · · · 0
C

∣∣∣∣∣∣+ ai2

∣∣∣∣∣∣
B

0 · · · 1
C

∣∣∣∣∣∣+ . . .+ ain

∣∣∣∣∣∣
B

0 · · · 1
C

∣∣∣∣∣∣
.

∣∣∣∣∣∣
B
ek
C

∣∣∣∣∣∣ = (−1)i−1·

∣∣∣∣∣∣
ek
B
C

∣∣∣∣∣∣ = (−1)i−1· (−1)k−1︸ ︷︷ ︸
k-1 line swaps

·
∣∣∣∣1 0
∗ Aik

∣∣∣∣ = (−1)i+k·1·
∣∣Aik∣∣ נקבל שורה, החלפות i−1 ע"י

עמודה. החלפות k − 1 ע"י

הקודם: בחישוב נציב

∣∣A∣∣ = ai1 ·(−1)i+1 ∣∣Ai1∣∣+ai2 ·(−1)i+2 ∣∣Ai2∣∣+. . .+ain ·(−1)i+n
∣∣Ain∣∣ = |A| =

n∑
j=1

(−1)i+j ·aij ·|Aij |
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כדרוש.

∣∣A∣∣ב. =
∣∣At∣∣ =

n∑
l=1

(−1)j+l · alj ·
∣∣∣(At)

jl

∣∣∣ =︸︷︷︸
(At)jl=Alj

n∑
l=1

(−1)l+j · alj · |Alj |

(i במקום lב־ השתמשנו זה (במקרה .Aל־ j עמודה לפי פיתוח

הגדרה:

הוא adjA של (i, j) רכיב כך: המוגדרת adjA ∈ Fn×n המטריצה היא ,A למטריצה הנלווית המטריצה
(−1)i+j

∣∣Aji∣∣
(adjA ·A =

∣∣A∣∣ ·I (ובדומה, A ·adjA =


∣∣A∣∣ 0 0

0
. . . 0

0 0
∣∣A∣∣
 =

∣∣A∣∣ ·I (באתר): המכפלה של ישיר חישוב ע"י

דוגמה:

adjA =? A =
(
a b
c d

)
=⇒ (1, 1) : (−1)1+1 ·

∣∣d∣∣ = d (1, 2) : (−1)1+2 ·
∣∣b∣∣ = −b

(2, 1) : (−1)2+1 ·
∣∣c∣∣ = −c (2, 2) : (−1)2+2 ·

∣∣a∣∣ = a

A−1 = 1∣∣A∣∣ · adjA אז הפיכה, A אם מסקנה:

הוכחה:

A · adjA =
∣∣A∣∣ · I =⇒ adjA = A−1 ·

∣∣A∣∣ · I =⇒ adjA =
∣∣A∣∣ ·A−1

1∣∣A∣∣ · adjA = A−1

דוגמה:


1 0 1

0 −1 2
1 0 −1


︸ ︷︷ ︸

A


−1

= 1∣∣A∣∣︸︷︷︸
=2

· adjA = 1
2

 + (1) − (0) + (1)
− (−2) + (−2) − (2)
+ (1) − (0) + (−1)

 = 1
2

1 0 1
2 −2 −2
1 0 −1
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לינאריות העתקות

יכולים לכולם לינאריות. העתקות יציינו T,Rו־ וקטורים יציינו u, v, w סקלרים, תמיד יציינו α, β, γ מוסכמות:
(ui, αTi לדוג': i, j, l (אינדקסים אינדקסים להיות

הגדרה:

אם: ה"ל) (ובקיצור לינארית העתקה היא T : V −→W פונקציה .F שדה מעל וקטורים מרחבים V,W יהיו

α ∈ F , v ∈ V לכל T (αv) = αT (v) (1

v, u ∈ V לכל T (v + u) = T (u) + T (v) (2

להעתקות: דוגמאות

T : R2 −→ R2

בסקלר) (כפל מתיחה/כיווץ: א)

הצירים: ראשית סביב קבועה בזווית סיבוב ב)

הצירים: בראשית שעובר כלשהו ישר סביב שיקוף ג)

בראשית): העובר כלשהו ישר על או x ציר (על הטלה ד)

הגדרה:

של הפונקציה זוהי . v ∈ Fn לכל LA (v) := Av ע"י: LA : Fn −→ Fm פונקציה נגדיר , A ∈ Fn×m תהי
.Aב־ משמאל כפל

משפטון:

ה"ל. היא LA

הוכחה:

LA (αv) = A · (αv) = αAv = αLA (v) בסקלר: כפל על שומרת (1

LA (u+ v) = A · (u+ v) = A · u+A · v = LA (u) + LA (v) חיבור: על שומרת (2

(
2x+ y
x− 5y

)
= ל: שקולה T ההעתקה אזי T

(
x
y

)
=
(

2x+ y
x− 5y

)
להיות מוגדרת T : R2 −→ R2 )דוגמה:

2 1
1 −5

)
︸ ︷︷ ︸

A

(
x
y

)
⇔ T = LA

וכו'?) שיקוף (סיבוב, לעיל? ההעתקות את המייצגות המטריצות מהם
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הגדרה:

לכל
θ (v) := 0
I (v) := v

כך: המוגדרות הזהות, והעתקת האפס העתקת
θ : V −→W
I : V −→ V

.F שדה מעל מ"ו V,W יהיו

.v ∈ V

משפטון:

(בדוק!) ה"ל. הן θ, I

משפטון:

u, v ∈ V ו־ α, β ∈ F לכל T (αu+ βv) = αT (u) + βT (v) אםם ה"ל היא T

אזי: לינארית. העתקה T נניח אחד: כיוון הוכחה:

T (αu+ βv) = T (αu) + T (βv) = αT (u) + βT (v)

שני: כיוון

T (αu) = T
(
αu+ 0 · −→0

)
= αT (u) + 0 · T

(−→0 ) = αT (u)

T (u+ v) = T (1 · u+ 1 · v) = 1 · T (u) + 1 · T (v) = T (u) + T (v)

תרגיל:

β ∈ F , u, v ∈ V לכל T (u+ βv) = T (u) + βT (v) אםם ה"ל T

משפטון:

T (α1v1 + . . .+ αnvn) = α1T (v1) + α2T (v2) + . . .+ αnT (vn) מתקיים אזי ה"ל T אם
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הוכחה:

:n על באינדוקציה

.T מלינאריות T (α1v1) = α1T (v1) :n = 1 בסיס

:n+ 1 עבור ונראה n עבור הטענה נכונות נניח

T (α1v1 + . . .+ αnvn + αn+1vn+1) = T (α1v1 + . . .+ αnvn) + T (αn+1vn+1)
= α1T (v1) + α2T (v2) + . . .+ αnT (vn)︸ ︷︷ ︸

Induction assumption

+αn+1T (vn+1)

4 שיעור

(v ווקטור על שפועלת T (העתקה T (v) פרושו Tv סימון:

אז ת"ל, v1, . . . , vk אם אזי v1, . . . , vk ∈ V ה"ל, T : V −→W ,F שדה אותו מעל מ"ו V,W יהיו משפטון:
ת"ל. Tv1, . . . , T vk

T (α1v1 + . . .+ αkvk) = T
(−→0 ) אזי טריוויאלי, לא צ"ל α1v1 + . . .+ αkvk = −→0 יהי הוכחה:

.T
(−→0 ) = −→0 ה"ל, לכל עזר: טענת

T
(−→0 ) = T

(
0 · −→0

)
= 0 · T

(−→0 ) = −→0 הוכחה:

Tv1, . . . T vk של טריוויאלי לא לינ' צרוף T (α1v1 + . . .+ αkvk) = α1Tv1 + . . . + αkTvk = −→0 לכן
שמתאפס.

בת"ל v1, . . . , vk אזי בת"ל Tv1, . . . , T vk אם משפטון:

� הקודם המשפט שלילת לפי הוכחה:

ההפוך? הכיוון לגבי מה

שתלויה
−→0 ,−→0 ,−→0 , . . . ,−→0 הסדרה היא θ (v1) , . . . , θ (vk) , בת"ל v1, . . . , vk אם גם , θ : V −→ W עבור

כללי. באופן נכון אינו ההפוך הכיוון לכן, לינארית.
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בת"ל. Tv1, . . . , T vk אםם בת"ל v1, . . . , vk אז: חח"ע, ה"ל T : V −→W אם משפטון:

הוכחנו. (=⇒)

T (α1Tv1 + . . .+ αkTvk) אזי לינ') T ) α1Tv1 + . . .+ αkTvk = −→0 כי נניח :(⇐=)

α1 = . . . = αk = 0 ולכן בת"ל v1, . . . , vk כי נתון α1v1 + . . .+ αkvk = −→0 לכן חח"ע, T ,T
(−→0 ) = −→0

T = R אזי .V של בסיס על מתלכדות T,R אם ה"ל. T,R : V −→W יהיו משפטון:

v ∈ V לכל אזי Tvi = Rvi, i = 1, . . . , n שלכל כך ,V של B = {v1, . . . , vn} בסיס שיש נניח בפירוט:
.Tv = Rv מתקיים

v = α1v1 + . . .+ αnvn הבסיס: איברי בעזרת נציג .v ∈ V יהי הוכחה:

Tv = T (α1v1 + . . .+ αnvn) = α1Tv1 + . . . + αnTvn = α1Rv1 + . . . + αnRvn = ומתקיים:
R (α1v1 + . . .+ αnvn) = Rv

ה"ל: של ההגדרה משפט

שדה. אותו מעל מ"ו V,W יהיו

מותרת) (חזרה כלשהם w1, . . . , wn ∈W (2) ,V של בסיס v1, . . . , vn (1) יהיו:
Tv1 = w1
...

T vn = wn

המקיימת T : V −→W יחידה ה"ל יש אזי

הוכחה:

על מתלכדות הן אזי


Tv1 = w1
...

T vn = wn

את מקיימות T,R : V −→ W אילו הקודם: מהמשפטון יחידות:

.T = R ולכן (V של (בסיס v1, . . . , vn

: v1, . . . , vn של כצ"ל v של היחידה ההצגה את ניקח .v ∈ V יהי הבאה: בצורה T : V −→W נגדיר קיום:
v = α1v1 + . . .+ αnvn אזי

Tv := α1w1 + . . .+ αnwn נגדיר

? שווה (Tv) הוא למה אזי כדרוש, T שמצאנו נניח מצליח". "שיטת כך? בחרנו למה הערה:

Tv = T (α1v1 + . . .+ αnvn) = α1Tv1 + . . .+ αnTvn” = ”α1w1 + . . .+ αnwn

Tvi =? . i ∈ {1, . . . , n} יהי ,


Tv1 = w1
...

T vn = wn

: את מקיימת T בהוכחה: נמשיך
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vi = 0 · v1 + . . .+ 1 · vi + . . .+ 0 · vn =⇒ Tvi = 0 · w1 + . . .+ 1 · wi + . . .+ 0 · wn = wi

מתקיים: אזי ,
v = α1v1 + . . .+ αnvn
u = β1v1 + . . .+ βnvn

בבסיס: נציג . α, β ∈ Fו־ u, v ∈ V יהיו לינארית: T

αv+βu = α (α1v1 + . . .+ αnvn)+β (β1v1 + . . .+ βnvn) = (αα1 + ββ1) v1 +. . .+(ααn + ββn) vn

ומתקיים
Tv = α1w1 + . . .+ αnwn
Tu = β1w1 + . . .+ βnwn

:T את נפעיל

T (αv + βu) = (αα1 + ββ1)w1+. . .+(ααn + ββn)wn = α (α1w1 + . . .+ αnwn)+β (β1w1 + . . .+ βnwn) = αTv+βTv

ה"ל. T לכן

שדה. אותו מעל מ"ו V,W יהיו מסקנה:

מותרת) (חזרה כלשהם w1, . . . , wk ∈W (2) , בת"ל וקטורים v1, . . . , vk (1) יהיו:
Tv1 = w1
...

T vn = wn

המקיימת T : V −→W ה"ל יש אזי

.V של v1, . . . , vk, . . . , vn :V של לבסיס צריך) (אם v1, . . . , vk את נשלים הוכחה:

Tv1 = w1
...

T vk = wk

Tvk+1 = 0
...

T vn = 0

המקיימת: (יחידה) ה"ל יש ה"ל, של ההגדרה ממשפט

שכן הדרוש, את שמקיימות T ה"ל הרבה יש בד"כ אזי לעיל, במסקנה בסיס אינם v1, . . . , vk אם הערה:
כרצוננו. vk+1, . . . , vn Tעל את להגדיר אפשר

הגדרה:

im (T ) := {Tv | v ∈ V } הקבוצה היא T : V −→W פונקציה של התמונה

תת־מרחב. im (T ) ⊆W אז, ה"ל T אם משפטון:
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−→0 = T
(−→0 ) ∈ imT המקוצר: הקריטריון בעזרת הוכחה:

Tv1 + Tv2 = T (v1 + v2) ∈ imT אזי: , Tv1, T v2 ∈ imT יהיו

αTv = T (αv) ∈ imT אזי: ,α ∈ F , Tv ∈ imT יהיו

הגדרה:

ker (T ) :=
{
v ∈ V |Tv = −→0

}
הקבוצה הוא T : V −→W ה"ל של הגרעין

תת־מרחב. kerT ⊆ V משפטון:

−→0 = T
(−→0 ) ∈ kerT המקוצר: הקריטריון בעזרת הוכחה:

−→0 = −→0 +−→0 = Tv1 + Tv2 = T (v1 + v2) ∈ kerT אזי: , Tv1, T v2 ∈ kerT יהיו
−→0 = α · −→0 = αTv = T (αv) ∈ kerT אזי: ,α ∈ F , Tv ∈ kerT יהיו

kert =
{−→0 } אםם חח"ע T משפטון:

Tv = −→0 = מההגדרה, , v ∈ kerT יהי מרחב). תת הוא (כי
−→0 ∈ kerT חח"ע, T תהי (⇐=) הוכחה:

.kerT =
{−→0 } לכן ,v = −→0 נובע T של מחח"ע T

(−→0 )
ולכן u− v ∈ kerT ולכן T (u− v) = Tv − Tv = −→0 אזי , Tu = Tv נניח ,kerT =

{−→0 } נתון (=⇒)

חח"ע. T לכן ,v = u ומכאן u− v = −→0

דוגמאות:

θ : V −→W (1

kerθ =
{
v ∈ V | θ (v) = −→0

}
= V

imθ =
{−→0 }
I : V −→ V (2

kerI =
{
v ∈ V | I (v) = −→0

}
=
{−→0 }

imθ = {I (v) | v ∈ V } = V

T : R2 −→ R2 (2

imT = x axis = {(x, 0) |x ∈ R}
kerT = y axis = {(0, y) | y ∈ R}
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הדרגה: משפט

dim

domT︸ ︷︷ ︸
Domain

−dim (imT ) = (שקול: dim (ketT )+dim (imT ) = dimV אזי: ה"ל, T : V −→W תהי

(dim (ketT )

.V של v1, . . . , vk, . . . , vn לבסיס ונשלים ketT של v1, . . . , vk בסיס ניקח הוכחה:

.imT של בסיס Tvk+1, . . . , T vn טענה:

v = α1v1 + . . .+ αkvk + αk+1vk+1 + . . .+ αnvn :V של בבסיס v את נציג .Tv ∈ imT יהי פורשת:

Tv = α1Tv1 + . . .+ αkTvk + αk+1Tvk+1 + . . .+ αnTvn :T את נפעיל

פורשת. ולכן Tv = αk+1Tvk+1 + . . . + αnTvn ולכן: Tv1, . . . T vk ∈ ketT = 0 כי יודעים אנו
(vk+1, . . . , vn)

T (αk+1vk+1 + . . .+ αnvn) = ,T של מלינאריות .αk+1Tvk+1 + . . . + αnTvn = −→0 נניח בת"ל:

αk+1vk+1 + . . .+ αnvn︸ ︷︷ ︸
∗

∈ ketT מכאן, . T
(−→0 ) = −→0

α1v1 + . . .+ αkvk = αk+1vk+1 + . . .+ αnvn :ketT של הבסיס איברי של כצ"ל (∗ (את להציגו ניתן לכן

ולכן v1, . . . , vn הבסיס איברי של צ"ל זהו . α1v1 + . . .+αkvk − (αk+1) vk+1− . . .− (αn) vn = −→0 ולכן:
.α1 = . . . = αn = 0

ומתקיים: , dim (imT ) = n− k ולכן , mT של בסיס Tvk+1, . . . , T vn
k := dim (ketT )
n := dimV

לסיכום:

k︸︷︷︸
dimKerT

+dim (imT ) = n︸︷︷︸
dimV

�

T ((x, y)) := (x, y, 0) ,T : R2 −→ R3 על: לא אך חח"ע ה"ל תיתכן הערה:

T ל־ (שקול על T אםם חח"ע T אז: ,dimV = dimW אם ה"ל. T : V −→W תהי הדרגה: ממשפט מסקנה
. T : V −→ V ה"ל עבור נכון זה בפרט הפיכה).

dim (kerT ) + הדרגה: ממשפט .dim (kerT ) = 0 ולכן kerT =
{−→0 } אזי חח"ע T נתון (⇐=) הוכחה:

.dimV = dimW ונתון dim (imT ) = dimV

על. T כלומר , imT = W לכן מלא, ממימד imT ⊆W

חח"ע. T ולכן dim (KerT ) = 0 הדרגה: וממשפט dimV = dimW נתון imT = W אזי על T נתון (=⇒)
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הגדרה:

(אוסף המטריצה. של האפס מרחב נקרא N (A) = Null (A) :=
{
v ∈ Fn |Av = −→0

}
אזי , A ∈ Fm×n תהי

( A−→x = −→0 של הפתרונות

dim (N (A)) = n− rank (A) מתקיים: A ∈ Fn עבור הדרגה: ממשפט מסקנה

dim (kerLA)︸ ︷︷ ︸
=N(A)

+dim (imLA) = dim (Fn) = n לכן ה"ל, LA : Fn −→ Fm הוכחה:

הגדרה: לפי ולכן A של העמודות מרחב im (LA) = {LA (v) | v ∈ Fn} = {Av | v ∈ Fn} לב נשים
im (LA) = rank (A)

5 שיעור

ועל חח"ע T אםם הפיכה T : V −→W טענה:

חח"ע: היא אזי הפיכה T אם הוכחה:

T (v1) = T (v2) =⇒ T−1 (T (v1)) = T−1 (T (v2)) =⇒ v1 = v2

על: היא אזי הפיכה T אם

w ∈W לכל T
(
T−1 (w)

)
= w

T−1 (w) = v ⇔ T (v) = w הפיכה: T ⇐= ועל חח"ע T אם

תקרא W למרחב V מהמרחב T : V −→ W העתקה ,F שדה מעל לינאריים מרחבים w, v יהיו הגדרה:
הבאות: התכונות שלוש בעלת היא אם W על V מ־ איזומורפיזם

לינארית טרנס T (1

חח"ע T (2

על T (3

אז .W Vעל מ־ T : V −→ W איזומורפיזם שקיים ונניח F שדה מעל לינאריים מרחבים W,V יהיו טענה:
.V על W מ־ איזומורפיזם והיא V על W מ־ T−1 : W −→ V ההפוכה הפונקציה מוגדרת
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T−1 : W −→ V ההפוכה הפונ' קיימת לכן ועל. חח"ע ובפרט איזו' היא T : V −→ W ההעתקה הוכחה:
x1, x2 ∈ F ולכל w1, w2 ∈ W שלכל נוכיח לינארית. טרנס היא T−1ש־ להראות נותר ועל. חח"ע שהיא

T−1 (λ1w1 + λ2w2) = λ1T
−1 (w1) + λ2T

−1 (w2) מתקיים:

לכל ,
T−1 (w1) = v1
T−1 (w2) = v2

נקבל: T−1 מהגדרת
T (v1) = w1
T (v2) = w2

מתקיים: אזי v1, v2 ∈ V ו־ w1, w2 ∈ W יהיו

מתקיים: λ1, λ2 ∈ F

T (λ1v1 + λ2v2) = λ1T (v1) + λ2T (v2) = λ1w2 + λ2w2

לכן:

T−1 (λ1w1 + λ2w2) = λ1T
−1 (w1) + λ2T

−1 (w2)

קיים אם ז"א ביניהם. איזומורפיזם קיים אםם לזה זה איזומורפיים ייקראו W ו־ V מרחבים שני הגדרה:
.V ∼= W מסמנים ,V על W ומ־ W על V מ־ איזומורפיזם

Rn ∼= Rn [x] דוגמה:

T (α1, . . . , αn) = α1 + α2x+ α3x
2 + . . .+ αnx

n−1 ע"י T : R −→ Rn [x] נגדיר:

α1 + α2x + α3x
2 + . . . + αnx

n−1 = β1 + אזי: T (α1, . . . , αn) = T (β1, . . . , βn)ש־ נניח חח"ע: T
β2x+ β3x

2 + . . .+ βnx
n−1

αi = βi מתקיים: 1 ≤ i ≤ n לכל כלומר שווים, שלהם המקדמים אםם שווים הם פולינומים שני כידוע,

(α1, . . . , αn) = (β1, . . . , βn) ולכן

כתרגיל. מושאר על: T

.V ב־ בת"ל וקטורים k = {v1, . . . , vs} ותהי חח"ע, לינארית טרנס T תהי טענה:

.W ב־ בת"ל קבוצה היא T (k) = {T (v1) , . . . , T (vs)} :k של התמונה אזי

שלא λ1, . . . , λs סקלרים קיימים אזי לינארית, תלויים T (v1) , . . . , T (vs) שהווקטורים בשלילה נניח הוכחה:
s∑
i=1

λiT (vi) = ש־0 כך אפס כולם

v1, . . . , vs ־ מכאן ,KerT = {0} ולכן Tחח"ע אולם ,
s∑
i=1

λivi ∈ KerT וקיבלנו T

(
s∑
i=1

λivi

)
= 0 כלומר:

לנתון. בסתירה לינארית תלויים
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המרחב הוא ImT אז .V של כלשהו בסיס {v1, . . . , vn} ויהי לינארית טרנס' T : V −→ W תהי טענה:
ImT = Sp {T (v1) , . . . , T (vn)} דהיינו: הבסיס. איברי תמונות ע"י הנפרש

.ImT ⊆ Sp {T (v1) , . . . , T (vn)} ראשית, נוכיח הוכחה:

v את להציג ניתן ,V של בסיס v1, . . . , vnש־ מאחר .T (v) = wש־ כך v ∈ V קיים אז w ∈ ImT יהי אכן,

,v =
n∑
i=1

λivi הבסיס: איברי של כצ"ל

.T (v1) , . . . T (vn) של צ"ל הוא w ∈ ImT וקטור שכל מכאן w = T (v) = T

(
n∑
i=1

λivi

)
=
∑
λiT (vi) ולכן:

וברור) זהה השני (הכיוון

של Sp את גם מכילה התמונה אזי T (v1) , . . . , T (vn) את המכיל מרחב תת ImT אם ידוע: משפט
T (v1) , . . . , T (vn)

.dimV = dimW אז V ∼= W ואם ,F מעל סופי מימד בעלי מרחבים שני w ו־ v אם טענה:

.V של B = {v1, . . . , vn} כלשהו בסיס נבחר .dimW = n כי נראה , dimV = n וכי V ∼= W נניח הוכחה:

.W = ImT = Sp {T (v1) , . . . , T (vn)} .ImT = W ובפרט T : V −→ W איזו' קיים ,V ∼= W ו־ מאחר
בת"ל. T (B) = {T (v1) , . . . , T (vn)} ולכן בת"ל B הקבוצה

.dimW = n ולכן W של בסיס הם ולכן ובת"ל W את פורשים W ב־ T (v1) , . . . , T (vn) וקטורים n נסכם:

איזומורפיים. הם מימד אותו בעלי שהם F שדה מעל מרחבים שני כל הפוכה: טענה

,V של כלשהו בסיס נבחר .dimV = dimW = n ונניח ,F מעל לינאריים מרחבים שני V,W יהיו הוכחה:
{w1, . . . , wn} ,W ל־ בסיס ונבחר {v1, . . . , vn}

המרחב: כל על T את להרחיב ניתן .(1 ≤ i ≤ n (לכל T (vi) = wi כי נקבע T :−→ W נגדיר

T

(
n∑
i=1

αivi

)
=

n∑
i=1

αiT (vi) |
n∑
i=1

αivi

:W על T נוכיח לינארית. טרנס אכן T

ImT = Sp {T (v1) , . . . , T (vn)} = Sp {w1, . . . , wn} = W

(KerT = {0} (נראה חח"ע: T נוכיח

v =
n∑
i=1

λivi הבסיס: איברי של כצ"ל להציגו ניתן V ב־ וקטור ומהיותו v ∈ KerT יהי

T (v) = T

(
n∑
i=1

λivi

)
=

n∑
i=1

λiT (vi) =
n∑
i=1

λiwi

בגרעין). הוא (כי v = 0 וממילא λ1, . . . , λn = 0 ולכן בת"ל ובפרט בסיס w1, . . . , wn אולם

20



סדור בסיס

זו בהצגה v = α1v1 + . . .+ αnvn הבסיס איברי של כצ"ל יחידה הצגה קיימת ,v ∈ V ווקטור לכל הגדרה:
הוא שאותו המתאים הבסיס לווקטור סקלר כל לייחס חשיבות ויש יחיד באופן נקבעים α1, . . . , αn המקדמים
[v]B וקטור v ∈ V וקטור לכל להתאים יכולים אנו ,F מעל V למרחב B = {v1, . . . , vn} בסיס בהינתן כופל.

.Fnב־

אזי

α1
...
αn

 וקטור אותו מותאם v1, v2ל־ אם שכן חח"ע: היא זו התאמה ,T : V −→ [V ]B העתקה תהי

על T כי (ההוכחה שונים. קוארדינטות וקטורי מותאם שונים וקטורים לשני .v1 =
n∑
i=1

αivi = v2 מתקיים

כתרגיל) מושארת

v + w =
n∑
i=1

(αi + βi) vi בסכומם: נתבונן w =
n∑
i=1

βivi , v =
n∑
i=1

αivi קיימים אם

לכן:

[v]B =

α1
...
αn

 , [w]B =

β1
...
βn

 , [v + w]B =

α1 + β1
...

αn + βn


החיבור. פעולת על שומרת v −→ [v] מסקנה: תוצאה. אותה את נקבל Fnב־ החיבור הגדרת לפי אולם

[λv]B = λ [v]B מתקיים λ ∈ F , v ∈ V עבור

λv = λ
n∑
i=1

αivi =
n∑
i=1

λαivi אז: v =
n∑
i=1

αivi אם .V של סדור בסיס B = (v1, . . . , vn) יהי

[λv]B =

λα1
...

λαn

 = λ

α1
...
αn

 = λ [v]B לפיכך

.v ∼= [v]B איזומורפיזם: T : v −→ [v]B לכן

f (v) = ע"י: המוגדרת f : V −→ W הפונקציה .W על V מ־ לינאריות טרנס' T ו־ S תהיינה הגדרה:
.T + S ותסומן T Sו־ הלינאריות הטרנס' סכום תיקרא S (v) + T (v)

(T + S) (v) def= T (v) + S (v) מתקיים v ∈ V לכל כלומר,

לינארית. טרנס' T + S : V −→W טענה:

:f מהגדרת אזי α1, α2 ∈ F ו־ v1, v2 ∈ V יהיו ה"ל. T (v) + S (v) אכן כי נוכיח הוכחה:

f (α1v1 + α2v2) = T (α1v1 + α2v2) + S (α1v1 + α2v2) =

α1T (v1) + α2T (v2) + α1S (v1) + α2S (v2) = α1 (T (v1) + S (v1)) + α2 (S (v2) + T (v2)) = α1f (v1) + α2f (v2)
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f (v) = αT (v) ע"י המוגדרת f : V −→W הפונקציה סקלר. α לינארית, טרנס T : V −→W תהי הגדרה:
(αT ) (v) = αT (v) ,∀v ∈ V כלומר αT ותסומן α בסקלר הלינארית הטרנס' מכפלת תיקרא

לינארית. טרנס' αT טענה:

אזי λ1, λ2 ∈ Fו־ v1, v2 ∈ V יהיו הוכחה:

f (λ1v1 + λ2v2) = αT (λ1v1 + λ2v2) = α (λ1T (v1) + λ2T (v2)) =

αλ1T (v1) + αλ2T (v2) = λ1 (αT (v1)) + λ2 (αT (v2)) = λ1 (f (v1)) + λ2 (f (v2))

מיידיות: תכונות

החיבור. מקומוטטיביות לינאריות טרנס' 2 לכל T + S = S + T (1

:v ∈ V לכל כי נובע

(T + S) (v) = T (v) + S (v) = S (v) + T (v) = (S + T ) (v)

(v ∈ V לכל 0 (v) = 0w המקיימת לינארית טרנס' היא 0) T + 0 = 0 + T = T (2

(T + 0) (v) = T (v) + 0 (v) = T (v) + 0w = 0w + T (v) = 0 (v) + T (v) = (0 + T ) (v)

T + (−T ) = −T + T = 0 אז: −T = (−1) · T תהי (3

:v ∈ V לכל הוכחה:

((−1)T + T ) (v) = ((−1)T ) (v) + T (v) = −T (v) + T (v) = 0

(−1)T + T = T + (−1)T = 0 (תרגיל) ולכן (−1)T + T = 0 ולכן

Hom (V,W ) היא W על V מ־ הלינאריות הטרנס' כל קבוצת הגדרה:

הלינאריות הטרנס' כל Homשל (V,W ) הקבוצה , F שדה מעל וקטוריים מרחבים שני W,V יהיו משפט:
בסקלר הכפל ופעולת טרנס' של החיבור פעולות לגבי F השדה מעל וקטורי מרחב Wמהווה למרחב V מהמרחב

.F מתוך

הוכחה:
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Hom (V,W ) ולכן לינאיות, טרנס' T +S שראינו כפי ,Fב־ סקלרים α, β לינאריות, טרנס' Sו־ T תהיינה (1
לחיבור. סגור

קומוטטיבי. החיבור ולכן T, S ∈ Hom (V,W ) לכל T + S = S + T שראינו כפי (2

(T1 + T2) + T3 = T1 + (T2 + T3) מתקיים T1, T2, T3 ∈ Hom (V,W ) לכל (3

:v ∈ V לכל כי נובע אסוציאטיבית. היא הפעולה ולכן ,W ב־ איברים T1 (v) , T2 (v) , T3 (v) ,v ∈ V לכל

((T1 + T2) + T3) (v) = (T1 + T2) (v) + T3 (v) = T1 (v) + (T2 + T3) (v) = (T1 + (T2 + T3)) (v)

(ראינו) T + 0 = 0 + T = T (4

T + (−T ) = (−T ) + T = 0 שמתקיים כך −T ∈ Hom (V,W ) קיימת T ∈ Hom (V,W ) לכל (5

(ראינו) αT ∈ Hom (V,W ) מתקיים α ∈ F ולכל T ∈ Hom (V,W ) לכל (6

מתקיים: v ∈ V לכל ז"א, (α+ β)T = αT + βT מתקיים α, β ∈ F ולכל T ∈ Hom (V,W ) לכל (7

((α+ β)T ) (v) = (α+ β) (T (v)) = α (T (v))+β (T (v)) = (αT ) (v)+(βT ) (v) = ((αT ) + (βT )) (v)

α (T + S) = αT + αS מתקיים α ∈ F ולכל S, T ∈ Hom (V,W ) לכל (8

(αβ)T = α (βT ) מתקיים α, β ∈ F ולכל T ∈ Hom (V,W ) לכל (9

1 · T = T מתקיים עבורו 1 ∈ F קיים T ∈ Hom (V,W ) לכל (10

6 שיעור

תזכורת

.R2 [x] ∼= R3 . V ∼= W מסומן הפיכה. ה"ל = }איזומורפיזם
T : V −→ Fn

T (v) := [v]B
.v ∈ V = α1v1 + . . .+αnvn ⇐⇒ [v]B =

α1
...
αn

 בבסיס, יחידה הצגה יש ווקטור לכל

איזומורפיזם. ⇐= ועל חח"ע ה"ל
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[T ]EF := ([Tv1]F , . . . , [Tvn]F ) ∈ אזי ,V,W של בסיסים
E = {v1, . . . , vn}
F = {w1, . . . , wm}

ה"ל: T : V −→W יהיו הגדרה:

Fm×n

(הבסיסים E = F = {1, x} הבסיסים את ניקח ,

{
T : R1 [x] −→ R1 [x]
T (a+ bx) := (a+ b) + (a− 2b)x

דוגמה:

הסטנדרטיים).

[T ]EF = ([T (1)]F , [T (x)]F ) = [1 + x]F , [1− 2x]F =
(

1 1
1 −2

)

[T (v)]F = [T ]EF [v]E ,v ∈ V לכל מתקיים ההגדרה, בסימוני משפטון:

[V ]E = הגדרה: לפי , v = α1v1 + . . . + αnvn , ָEָ = {v1, . . . , vn} בסיס לפי נציגו v ∈ V יהי α1הוכחה:
...
αn


Tv = T (α1v1 + . . . αnvn) = α1Tv1 + . . .+ αnTvn = [Tv]F = α1 [Tv1]F + . . .+ αn [Tvn]F =

(
[Tv1]F , · · · , [Tvn]F

)α1
...
αn

 = [T ]EF [v]E

ובפירוט RT := R ◦ T : V −→ U הרכבה פונקצית נגדיר ה"ל. R : W −→ U ,T : V −→W יהיו הגדרה:
.v ∈ V לכל RT (v) : R (T (v))

משפטון:

לינארית. העתקה היא RT לעיל, ההנחות תחת

α, β ∈ F ,v1, v2 ∈ V יהיו הוכחה:

RT (αv1 + βv2) = R (T (αv1 + βv2)) = R (αTv1 + βTv2) = αR (Tv1) + βR (Tv2)

T : V −→ W אם בדומה, .[v]B [v]עבור נכתוב אז מראש, נקבע V עבור B ובסיס v ∈ V אם מוסכמה:
.[T ]EF במקום [T ] נכתוב מראש, קבועים V,W של E,F והבסיסים

[T ] = [T ] [v]כ־ ייכתב הנל המשפטו למשל,
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משפטון:

 −→0︸︷︷︸
Linear Transformation

 = −→0︸︷︷︸
0 marix

א)

α, β ∈ F ה"ל, T,R : V −→W לכל [αT + βR] = α [T ] + β [R] ב)

ה"ל T,R : V −→W לכל T = R⇐⇒ [T ] = [R] ג)

הוכחה:

[−→0 ] =
([−→0 v1

]
, . . . ,

[−→0 vn]) =
([−→0 ] , . . . [−→0 ]) =

0 · · · 0
...

. . .
...

0 · · · 0

 = −→0 א)

ב)

[αT + βR] = ([(αT + βR) v1] , . . . , [αT + βRvn]) = ([αTv1 + βRv1] , . . . , [αTvn + βRvn]) =

(α [Tv1] + β [Rv1] , . . . , α [Tvn] + β [Rvn]) = α ([Tv1] , . . . , [Tvn])+β ([Rv1] , . . . , β [Rvn]) = α [T ]+β [R]

T = −→0 לכן, .Tv = −→0 ומכאן [Tv] = [T ] [v] = −→0 [v] = −→0 ,v ∈ V לכל .[T ] = −→0 ש־ כך ה"ל T תהי ג)

.[T ] = [R] ולכן ה"ל אותה זוהי T = R (=⇒) (ג): את נוכיח

.T = R ולכן T −R = −→0 ולפיכך [T −R] = [T ]− [R] = −→0 אזי [T ] = [R] (⇐=)

הבסיס , E = {e1, . . . , en} ניקח לינארית. העתקה LA : Fn −→ Fm אזי ,A ∈ Fm×n תהי משפטון:
.[LA]EF = A אזי .Fm של הסטנדרטי הבסיס F = {e1, . . . , em}ו־ Fn של הסטנדרטי

הוכחה:

[LA] = ([LA (e1)] , . . . , [LA (en)]) =

([
A︸︷︷︸
∈Fm

(e1)

]
, . . . ,

[
A︸︷︷︸
∈Fm

(en)

])
=︸︷︷︸

[v] = v
when in standard base

 Ae1︸︷︷︸
1st column

, . . . , Aen︸︷︷︸
n-th column

 = A
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משפטון:

ה"ל יש A ∈ Fm×n לכל אזי: V,W של בסיסים
E = {v1, . . . , vn}
F = {w1, . . . , wm}

,F שדה אותו מעל מ"ו V,W יהיו

[T ]EF = Aש־ כך T : V −→W

wi ∈W יהי ,1 ≤ i ≤ n לכל .A מטריצה של iה־ העמודה הוא Aei כאשר , A = (Ae1, . . . , Aen) הוכחה:
"על"). היא ובפרט איזומורפיזם, היא בסיס לפי F[w′i](הצגה = Aei שמתקיים כך

.v1, . . . , vn לכל


Tv1 = w′1
...

T vn = w′n

המקיימת: T : V −→W ה"ל יש ה"ל, של ההגדרה ממשפט

נבדוק:

[T ]EF = ([Tv1]F , . . . , [Tvn]F ) = ([w′1]F , . . . , [w
′
n]F ) = (Ae1, . . . , Aen) = A

איזומורפיזם היא

{
Hom (V,W ) −→ Fm×n

T 7−→ [T ]EF
הפונקציה כה) עד (שהוצגו הסטנדרטיים הסימונים תחת משפט:

ועל). חח"ע , (ה"ל

הוכחנו. הוכחה:

m := dimV
n := dimU

כאשר dimHom (V,W ) = m · n מסקנה:

(dimFm×n = m · n כי (וידוע שווה. מימדם ולכן Hom (V,W ) ∼= Fm×n הוכחה:

ה"ל.
V

T−→W
R−→ U

V
RT−→ U

תזכורת:

[RT ]EG = [R]FG · [T ]EF אזי: בסיסים. E,F,G ה"ל, T,R , V
E

T−→W
F

R−→ U
G

יהיו משפט:

מתקיים: ,v ∈ V לכל הוכחה:

[RT (v)] = [R (Tv)] = [R] [Tv] = [R] [T ] [v]
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:[RT ] את נציג

[RT ]

E = {v1, . . . , vn}
↓
= ([RTv1] , . . . , [RTvn]) =

([R] [T ] [v1]E , . . . , [R] [T ] [vn]E)

E = {v1, . . . , vn}
↓
=

[R] [T ]︸ ︷︷ ︸
A

e1, . . . , [R] [T ]︸ ︷︷ ︸
A

en

 = [R] [T ]︸ ︷︷ ︸
A

(מושאר [I]BB = I =

1 0 0

0
. . . 0

0 0 1

 אזי .V של בסיס B יהי הזהות, העתקת I : V −→ V תהי משפטון:

לקורא) כתרגיל

בין המעבר מטריצת נקראת P [v]E = [v]F ,v ∈ V לכל אזי P := [I]EF נסמן , I : V
E
−→ V

F
יהיו משפטון:

E,F הבסיסים

הוכחה:

P [v]E = [I]EF [v]E = [Iv]F = [v]F

7 שיעור

עצמיים ווקטורים עצמיים ערכים

שעבורו
−→0 6= v ∈ Fn שיש כך λ ∈ F סקלר הוא A ∈ Fn×n ריבועית מטריצה של עצמי ערך הגדרה:

Av = λv

מתאימים. v, λש־ ואומרים עצמי, ווקטור נקרא כנ"ל v

הערות

λ לכל A
−→0 = −→0 = λ · −→0 ע"ע: היה סקלר כל זאת, דרשנו אלמלא הגדרה!). (לפי

−→0 להיות יכול אינו ו"ע (1

.0 המטריצה של ע"ע 0 אזי ,
−→0 6= v ניקח אם 0 · v

0 matrix
= −→0 = 0 · v ע"ע: להיות יכול 0 הסקלר (2
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הפתרונות (קב' Null (A) :=
{
v ∈ F |Av = −→0

}
נסמן .Av = 0v︸︷︷︸

−→0

ש־ כך v 6= −→0 יש ⇐⇒ A של ע"ע 0 (3

(A−→x = −→0 ההומוגנית המע' של

לכן: .A−→x = −→0 ההומוגנית למע' טריוויאלי לא פתרון v , v ∈ Null (A) \
{−→0 } ⇐⇒ 0 ע"ע עם A של ו"ע v

.det (A) = 0 ⇐⇒ הפיכה לא A ⇐⇒) לינארית Aתלויות עמודות ⇐⇒ A של ע"ע 0

|A− λI| = 0 ⇐⇒|λI −A| = 0 ⇐⇒ A של ע"ע λ משפטון:

|λI −A| = 0 ⇐⇒ לכן,
∣∣A− λI∣∣ =

∣∣− (λI −A)
∣∣ = (−1)n ·

∣∣λI −A∣∣ש־ לב נשים ראשית הוכחה:
|A− λI| = 0

הראשונה: השקילות את נוכיח

Av = λvש־ כך
−→0 6= v ∈ Fn יהי .A של ע"ע λ יהי (⇐=)

λI − A =⇐עמודות λI − A עמודות של (v 6= 0) טריוויאלי לא לינארי צירוף זהו ש־∗ כך

Av = λv
m

−→0 = λv −Av
m

−→0 = λIv −Av
m

−→0 = (λI −A) v︸ ︷︷ ︸
∗

� |λI −A| = 0 ⇐= ת"ל

דומה. באופן (=⇒) הוכחת

דוגמה

?A של הע"ע מיהם . A =
(

1 2
3 4

)
∈ C2×2

|A− λI| = 0⇐⇒ A של ע"ע λ פתרון:

|A− λI| =
∣∣∣∣(1 2

3 4

)
−
(
λ 0
0 λ

)∣∣∣∣ =
∣∣∣∣(1− λ 2

3 4− λ

)∣∣∣∣ = (1− λ) (4− λ)− 2 · 3 = 0

λ1,2 = 5±
√

25 + 8
2 = 5±

√
33

2

שונים. ע"ע 2 וקיבלנו

דוגמה

Aל־ אין λ ∈ Rש־ מכיוון אבל |A− λI| =
∣∣∣∣−λ −1

1 −λ

∣∣∣∣ = λ2 + 1 ≥ 1 > 0 אזי A =
(

0 −1
1 0

)
∈ R2×2

ממשית. כמטריצה ע"ע
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דוגמה

λ = ±i כלומר , λ2 + 1 = 0 פתרונות הם הע"ע אזי C מעל אך כנ"ל , A =
(

0 −1
1 0

)
∈ C2×2

האלגברה של היסודי המשפט

אחד. שורש לפחות יש P (x) = a0 + a1x+ a2x
2 + . . .+ anx

n ∈ C [x] קבוע שאינו פולינום לכל

A מטריצה של העצמי הוקטור מציאת

לעיל) (כנזכר A של הע"ע כל את מוצאים (1

הלא־ הפתרונות .((A− λI) v = −→0 (שקול: Av = λv המערכת את פותרים ,λ מהע"ע אחד לכל (2
העצמיים. הוקטורים הם המע' של טריוויאלים

(T : V כ־↩← לכתוב (אפשר (לינארי) אופרטור תיקרא T : V −→ V ה"ל הגדרה:

הערה:

אופרטור. LA : Fn ←↩ אז , A ∈ Fn×n אם (1

([Tv]B = A [v]B) A := [T ]BB ∈ Fn×n מתקיים (|B| = n (נניח V של B ובסיס ,T : V ←↩ אופרטור לכל (2

ולהפך. לינאריים אופרטורים לגבי תקף יהיה ריבועיות מטריצות לגבי משפט כל כי לב, נשים אצבע: כלל

v .Tv = λv המקיים
−→0 6= v ∈ V שיש כך λ ∈ F סקלר הוא T של ע"ע אופרטור. T : V ←↩ יהי הגדרה:

.T של ו"ע ייקרא כנ"ל

ובטווח) בתחום בסיס אותו (לפי [T ] המטריצה של הע"ע = T אופרטור של הע"ע משפטון:

[T ] [v] = [Tv] = [λv] = λ [v] אזי: .Tv = λvש־ כך
−→0 6= v ∈ V יהי .T של ע"ע λ יהי (⊇) הוכחה:

( לו"ע T](המתאים ] של ע"ע λ ולכן ,[v] 6= −→0 גם , v 6= −→0 ש־ מכיוון

אזי: [u] = vש־ כך u ∈ V ניקח ,[T ] v = λv המקיים
−→0 6= v ∈ Fn יש כלומר ,[T ] של ע"ע λ יהי (⊆)

[Tu] = [T ] v = λv = λ [u] = [λu]

.T של ע"ע λ ⇐= [u] = v 6= −→0 כי u 6= −→0 ההצגה. של ־יות חח"ע לפי Tu = λu ⇐=
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מההוכחה: מסקנה

([T ] := [T ]BB )[T ] של מתאימים ו־ע"ע ו"ע הם λ, [v] אז ,T של מתאימים ו־ע"ע ו"ע λ, v אם

.T של מתאימים ו־ע"ע ו"ע λ, v אז [T ] של מתאימים ו־ע"ע ו"ע λ, u = [v] אם

דומות מטריצות

B = P−1AP ש־ כך הפיכה P מטריצה יש אם דומות תקראנה A,B ריבועיות מטריצות הגדרה:

משפטון:

דטרמיננטה אותה יש דומות למטריצות

|B| =
∣∣P−1AP

∣∣ =
∣∣P−1

∣∣ |A| |P | = |A|
∣∣P−1

∣∣ |P | = |A|
∣∣P−1P

∣∣ = אזי: B = P−1AP נניח הוכחה:
|A| |I| = |A| · 1 = |A|

∣∣∣[T ]EE
∣∣∣ =

∣∣∣[T ]FF
∣∣∣ אזי: .V של בסיסים E,F ויהיו אופרטור, T : V ←↩ יהי מסקנה:

הוכחה:

[T ]EE = [I]FE︸︷︷︸
P−1

[T ]FF [I]EF︸︷︷︸
P

= [IT ]FE [I]EF = [ITI]EE = [T ]EE =

שלה. האלכסון איברי הם משולשית, מטריצה של הע"ע משפטון:

דומה). תחתונה משולשית A בו (המקרה עליונה משולשית מטריצה A =

α1 ∗ ∗

0
. . . ∗

0 0 αn

 תהי הוכחה:

|A− λI| =

∣∣∣∣∣∣∣
α1 − λ ∗ ∗

0
. . . ∗

0 0 αn − λ

∣∣∣∣∣∣∣ = (α1 − λ) (α2 − λ) · . . . (αn − λ) = 0⇐⇒ λ ∈ {α1, . . . , αn}

.α1, . . . , αn האלכסון איברי הם A של הע"ע כלומר,

דוגמה

(

1 0 0
0 2 0
5 0 3

 למטריצה גם יהיו ע"ע ,1(ואותם 2, 3 הם:

1 0 0
0 2 0
0 0 3

 של הע"ע
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מטריצה ליכסון

?

α1 0 0

0
. . . 0

0 0 αn

 אלכסונית מטריצה של העצמיים הווקטורים מהם שאלה:

המתאים. הו"ע את ע"ע כל עבור לחשב נותר כן אם משולשית). בפרט היא אלכסונית (כי α1, . . . , αn הם הע"ע

:αi לע"ע המתאים הו"ע הוא ei , 1 ≤ i ≤ n שלכל נראה זאת, במקום



α1 0 0 · · · 0
0 α2 0

0 α3
...

...
. . . 0

0 0 · · · 0 αn





0
...
0
1
0
...
0


=



α1 · 0
...

αi−1 · 0
αi · 1
αi+1 · 0

...
αn · 0


=



0
...
0
αi
0
...
0


= αiei

המטריצה. של מו"ע המורכב Fn של בסיס שיש ראינו אופן בכל אך ו"ע, עוד ישנם

והו"ע הע"ע מהם . T

x1
...
xn

 :=


λx1 + x2
λx2 + x3

λxn−1 + xn
λxn

 ע"י T : Fn ←↩ אופרטור נגדיר .λ ∈ F סקלר יהי שאלה:

?T של

[T ] = (Te1, . . . , T en) =




λ
0
0
...
0




1
λ
0
...
0




0
1
λ
...
0




0
...
0
1
λ



 =: S := {e1, . . . , en} הסטנדרטי: הבסיס לפי T את נציג

בלוק־ז'ורדן) מטריצת תיקרא Jn (λ) (מטריצה Jn (λ)

זה. לע"ע המתאימים הו"ע את נחשב משולשית). (מט' λ הם T של הע"ע ⇐=

A− λI =


0 1 0 0

0 0
. . . 0

0
. . .

. . . 1
0 0 0 0
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v =


x1
0
...
0

 = x1e1 כלשהו x1 ∈ F x2 = . . . = xn = 0 ההומוגנית המע' פתרון

.T של מו"ע המורכב Fn של בסיס אין בפרט , [e1] =
↑

standard
base

e1 של (0 6= (בסקלר כפולה הוא ו"ע כל כלומר:

הפיכה P מטריצה קיימת (כלומר אלכסונית. למטריצה דומה A אם לכסינה היא A ריבועית מטריצה הגדרה:
אלכסונית) היא D := P−1AP שהמטריצה כך

מט'. של גבוהות חזקות חישוב יישום:

מתקיים: אזי D :=

α1 0
. . .

0 αn

 = P−1AP לכסינה, Aש־ נניח

PDP−1 = A =⇒ Ak =
(
PDP−1

)k
= PD 6 P−1 6 PD 6 P−1 . . . 6 PDP−1︸ ︷︷ ︸

k times

= PDkP−1 = P

(α1)k 0
. . .

0 (αn)k

P−1

המטריצה. של מו"ע המורכב Fn של בסיס קיים ⇐⇒ לכסינה היא ריבועית מטריצה משפט:

לכסינה. אינה ז'ורדן) בלוק (מטריצה Jn (λ) ,2 ≤ n לכל מסקנה:

המתאימים הע"ע λ1, . . . , λn ויהיו Fn של בסיס המהווים A ∈ Fn×n של ו"ע v1, . . . , vn יהיו למשפט: תוספות
(P עמודות =vi (כאשר P := (v1, . . . , vn) המטריצה אזי להם.

.P ב־ הו"ע של הסדר לפי הע"ע מופיעים באלכסון כלומר , P−1AP =

λ1 0
. . .

0 λn

 מקיימת

8 שיעור

אלכסונית. P−1AP ש: כך הפיכה P יש לכסינה: A נזכיר:

.A של מו"ע המורכב Fn של בסיס ⇒⇐קיים לכסינה A מטריצה): לליכסון בסיסי (קריטריון משפט
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P−1A (Pei) = מתקיים: 1 ≤ i ≤ n .לכל P−1AP =

α1 0
. . .

0 αn

 ש: כך הפיכה P תהי (⇐=) הוכחה:

A (Pei) = P (αi · ei) = αi · (Pei) Pמשמאל נכפול , αiei

עמודותיה לכן הפיכה, P .1 ≤ i ≤ n לכל A של ו"ע Pei לסיכום,, .
−→0 6=(P של i (עמודה Pei לכן הפיכה, P

.Fn של בסיס הן

נחשב: .P = (v1, . . . , vn) ניקח .A של מו"ע המורכב Fn של בסיס {v1, . . . , vn} יהי (=⇒)

P−1︸︷︷︸
∗

AP = P−1A (v1, . . . , vn) = P−1 (Av1, . . . , Avn) =︸︷︷︸
∗∗

P−1 (α1v1, . . . , αnvn) =

(
P−1α1v1, . . . , P

−1αnvn
)

=

α1 P
−1v1︸ ︷︷ ︸
e1

, . . . , αn P
−1vn︸ ︷︷ ︸
en

 =

α1 0
. . .

0 αn



הפיכה. P לכן בת"ל, לכן ,Fn של בסיס הן P עמודות ־ *

לו"ע המתאימים הע"ע עבור ־ **

.A של (בסיס) בת"ל ו"ע הם P עמודות ⇐⇒ אלכסונית P−1AP מההוכחה: מסקנה

Vλ = Vλ (A) := {v ∈ Fn |Av = λv} הוא: λ עבור A של העצמי המרחב . A ∈ Fn×n ,λ ∈ F יהיו הגדרה:
(
−→0 הוקטור וגם ,λל־ המתאימים הו"ע כל (קבוצת

תת־מרחב. Vλ ⊆ Fn הערה:

־בדוק! בסקלר) ולכפל לחיבור סגור ,
−→0 ∈ Vλ) לת"מ המקוצר מהקריטריון הוכחה:

,λI =

λ 0 0

0
. . . 0

0 0 λ

 עבור זאת, לעומת .dimVλ = 1 , Jn (λ) :=

λ 1 0

0
. . . 1

0 0 λ

 עבור ראינו:

e1, . . . , en ∈ Vλ =⇒ dimVλ = n

לעצמו) T : V ←↩ ממרחב (העתקות לאופרטורים לעיל האמור כל תרגום

לכתוב (מקובל אלכסונית. היא [T ]BB ש: כך V של B בסיס יש אם לכסין יקרא T : V ←↩ אופרטור הגדרה:
([T ]BB במקום [T ]B

.T של מו"ע המורכב V של בסיס יש ⇐⇒ לכסין הוא T : V ←↩ אופרטור משפט:
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ישירות. נוכיח אך הקודם, מהמשפט לתרגם אפשר הוכחה:

.[T ]B =

α1 0 0

0
. . . 0

0 0 αn

 ש: Vכך של בסיס B = {v1, . . . , vn} יהי (⇐=)

לב ונשים [Tvi]B = αiei = αi [vi]B 1 ≤ i ≤ n שלכל לב נשים ⇐=.[T ]B = ([Tv1]B , . . . , [Tvn]B)
.Tvi = αivi

.T של ו"ע vi ⇐= vi 6=
−→0 ⇐= vi ∈ B (בת"ל)

(בדוק!) דומה. (=⇒)

.T של ו"ע הם B הבסיס אברי ⇐⇒ אלכסונית מטריצה [T ]B מההוכחה: מסקנה

Vλ (T ) := {v ∈ V |Tv = λv} הגדרה:

אופייני פולינום

PA (x) := |x · I −A| מוג': A ∈ Fn×n מטריצה של האופייני הפולינום הגדרה:

x2 − x+ 1⇐= PA (x) =
∣∣∣∣x− 1 −1

1 x

∣∣∣∣ , A =
(

1 1
−1 0

)
עבור דוגמה:

PA (λ) = 0 ⇐⇒ A של ע"ע λ .PA (x) שורשי הם A של הע"ע כי הוכחנו

PA (x) = |xI −A| =

∣∣∣∣∣∣∣
x 0

. . .

0 x

−
λ1 ∗

. . .

0 λn


∣∣∣∣∣∣∣ = משולשית. מטריצה A =

λ1 ∗
. . .

0 λn

 תהי דוגמה:

∣∣∣∣∣∣∣
x− λ1 ∗

. . .

0 x− λn


∣∣∣∣∣∣∣ = (x− λ1) · . . . · (x− λn)

(המקדם שלו המוביל המקדם אם מתוקן יקרא הפולינום f (x) = anx
n+ . . .+a1x+a0 פולינום יהי הגדרה:

ע"י מתוקן להיות פולינום לתקן ניתן .(an = 1) 1 הוא בפולינום) 0 שאינו x של ביותר הגדולה החזקה של

(
∼

f (x) = xn + an−1
an

xn−1 + . . .+ a1
an
x+ a0

an
מהצורה: יהיה המתוקן (הפולינום : 1

an
בסקלר הכפלה

A ∈ Fn×n תהי משפטון:

n ממעלה מתוקן פולינום הוא PA (x) .1

אז: PA (x) = xn + an−1x
n−1 + . . .+ a0 אם .2

a0 = (−1)n |A| (א)
המטריצה) של האלכסון איברי סכום הוא העקבה, , tr) an−1 = −tr (A) (ב)
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הוכחה:

PA (x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x− a11 −a12 · · · −a1n

−a21 x− a22
. . .

...
...

. . .
. . . −an−1n

−an1 · · · −ann−1 x− ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(וכופלים עמודה ומכל שורה מכל אחד איבר בוחרים מכפלה בכל כאשר מכפלות, של סכום היא הדטרמיננטה

הבוחרת) התמורה של בסימן

det (B) =
∑
σ∈Sn

sgn (σ) · b1σ(1) · . . . · bnσ(n)

הוא פולינומים של סכום פולינום. ולכן ,x־ קבוע או קבוע, מהצורה: ביטויים של מכפלה היא כזו מכפלה כל
PA (x) ∈ F [x] לסיכום פולינום.

.n היא שמעלתו (+1) · (x− a11) · . . . · (x− ann) נקבל σ = id עבור

יש לכן

σ (1) = 1
...

σ (k − 1) = k − 1
σ (k) = j 6= k

j := σ (k) 6= k ש: כך ביותר הקטן k ∈ {1, . . . , n} יהי :σ 6= id עבור

n− 2 היותר לכל מכילה sgn (σ) b1σ(1) · · · bnσ(n) המכפלה לכן σ (l) = k ( 6= l) ש: כך l ∈ {k + 1, . . . , n}
המקדמים על (תורמת) שמשפיעה היחידה התמורה לכן, .n− 2 ≥ המכפלה מעלת לכן, .B של אלכסון איברי

σ = id הזהות תמורת היא xn−1 ו־ xn של

הוא xn−1 של המקדם .1 הוא xn של ,המקדם (+1) · (x− a11) · . . . · (x− ann) שמצאנו, מה לפי
(−a11 − a22 − . . .− ann)︸ ︷︷ ︸

−tr(A)

xn−1

.n− 2 ≥ ממעלה פולינום תורמים והשאר ,n ממעלה פולינום תורמת id כי n היא PA (x) מעלת

a0 = PA (0) = |0I −A| = |−A| = (−1)n · |A| : .b .1 את להוכיח נותר

PA (x) = PB (x) אופייני: פולינום אותו להם יש אזי דומות מטריצות A,B אם משפטון:

B = P−1AP ש: כך הפיכה P תהי הוכחה:

PB (x) = |xI −B| =
∣∣xI − P−1AP

∣∣

xI −B = xI − P−1AP = xP−1IP − P−1AP = P−1 (xIP −AP ) = P−1 (xI −A)P

PB (x) = |xI −B| = דטרמיננטה: אותה להן יש ולכן , דומות xI − B ,xI − A המטריצה ,x לכל לכן,
|xI −A| = PA (x)

ע"ע. אותן יש דומות למטריצות מסקנה:
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זהה. האופייני שהפולינום הראינו כבר האופייני. הפולינום שורשי הם הע"ע הוכחה:

פולינומים): (חלוקת משפט

q (x) , r (x) ∈ F [x] ש: כך f (x) = g (x) q (x) + r (x) אזי: .1 ≤ g (x) שמעלת כך f (x) , g (x) ∈ F [x] יהי
.g (x) ממעלת קטנה r [x] ומעלת

במספרים: דוגמה

8
3 −→ 8 = 3 · 2︸︷︷︸

q

+ 2︸︷︷︸
r

בפולינומים: דוגמה

3x3 − 2x+ 1
x2 − 1 −→ 3x3 − 2x+ 1 =

(
x2 − 1

)
· (3x)︸︷︷︸

q

+ (x+ 1)︸ ︷︷ ︸
r

g (x) ∈ לאיזשהו f (x) = (x− α) g (x) אזי .f (x) של שורש α ∈ F פולינום, f (x) ∈ F [x] יהי משפטון:
F [x]

שארית: עם נחלק הוכחה:

f (x) = (x− α) q (x) + r (x)

כלשהו. קבוע r (x) = c ז"א: , 1="x− α "מעלת > r (x) מעלת כאשר

:α את נציב

0 = f (α) = (α− α) q (x) + r (α) = c

f (x) = (x− α) q (x) + 0 = (x− α) q (x) ⇐=

g (x) = f (x) · q (x) ש: כך q (x) פולינום יש פירושו: "g (x) את מחלק f (x) " פולינומים, עבור הגדרה:
.f (x) |g (x) ומסמנים

x −⇐⇒ f (x) של שורש α אפיון: זהו (למעשה .x − α|f (x) אזי ,f (x) פולינום של שורש α אם הראינו:
( α|f (x)

אלגברי ריבוי

ש: כך ביותר הגדול k המספר הוא λ של האלגברי הריבוי .A של ע"ע λ ויהי A ∈ Fn×n תהי הגדרה:
(x− λ)k |PA (x)
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≥ k אז (x− λ)k |PA (x) אם כי , 1 ≤λ של האלגברי ≥הריבוי n ולכן: PA (λ) = 0 ההג' בסימוני הערה:
. n = PA (x) מעלת

dim (Vλ) הוא λ של הגיאומטרי הריבוי .A של ע"ע λ ∈ F , A ∈ Fn×n יהיו הגדרה:

(Vλב־ v 6=
−→0 ו"ע יש כי ־ *) . 1 ≤︸︷︷︸

∗

dim (Vλ)≤λ של האלגברי הריבוי : λ ע"ע לכל משפטון:

.(x− λ)k |PA (x) נראה k = dimVλ יהי הוכחה:

ואז: P = (v1, . . . , vn) ניקח v1, . . . , vk, vk+1, . . . , vn :Fn של לבסיס נשלים Vλ של בסיס v1, . . . , vk יהי

P−1AP = P−1 (Av1, . . . , Avk, . . .) = P−1 (λv1, . . . , λvk, ∗ . . . ∗) =

(
P−1λv1, . . . , P

−1λvk, ∗ . . . ∗
)

= (λe1, . . . , λek, . . . , ∗ . . . ∗) =


λ 0

. . .

0 λ

∗

0 D



אזי:

PA (x) = PP−1AP (x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣


x− λ 0

. . .

0 x− λ
∗

0 xI −D


∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣
x− λ 0

. . .

0 x− λ

∣∣∣∣∣∣∣︸ ︷︷ ︸
(x−λ)k

· |xI −D|︸ ︷︷ ︸
PD(x)∈F[x]

9 שיעור

f (x) = c · (x− α1) · · · (x− αk) אם (מל"ל) לינארים לגורמים מתפרק f (x) ∈ F [x] פולינום הגדרה:
כלשהם. α1, . . . , αk ∈ F למקדמים

x2 − 1 = (x+ 1) (x− 1) מל"ל: x2 − 1 ∈ R [x] דוגמה:

.R מעל מתפרק איננו כי מל"ל אינו x2 + 1 ∈ R [x]

האלגברה) של היסודי המשפט ע"פ שורשים לו יש C מעל פולינום (כל מל"ל. f (x) ∈ C [x] כל טענה:

מל"ל. PA (x) אזי לכסינה, A אם משפטון:
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הע"ע הם λ1, . . . , λn כאשר

λ1 0
. . .

0 λn

 למטריצה דומה A לכן לכסינה, A המטריצה הוכחה:

PA (x) = לכן: אופייני), (פולינום פ"א אותו יש דומות למטריצות .(F לשדה שייכים (ובפרט A של
כדרוש. מל"ל ומצאנו Pλ1 0

. . .

0 λn


(x) = (x− λ1) · · · (x− λn)

בת"ל. v1, . . . , vk אזי λ1, . . . , λk שונים לע"ע המתאימים ו"ע v1, . . . , vk יהיו משפטון:

לינארי צירוף vi ש: כך ביותר הקטן המס' i ∈ {2, . . . , k} יהי בת"ל. לא v1, . . . , vkש־ בשלילה נניח הוכחה:
קודמיו: של כצ"ל vi את להציג ניתן .v1, . . . , vi−1 של

I : vi = α1v1 + . . .+ αi−1vi−1

:Aב־ נכפול

Avi = A (α1v1 + . . .+ αi−1vi−1) = (α1Av1 + . . .+ αi−1Avi−1)

II : λivi = (α1λ1v1 + . . .+ αi−1λi−1vi−1)

ונקבל: II − λiI נבצע
−→0 = α1 (λ1 − λi) v1 + . . .+ αi−1 (λi−1 − λi) vi−1

בת"ל, v1, . . . , vi−1 כי נובע , לינארית) תלויים v1, . . . , viש־ כך המינימלי להיות i את (לקחנו i ממינימליות
כי הנחנו ,α1 = . . . = αi−1 = 0 ש: כך לינארי צירוף α1 (λ1 − λi) = . . . = αi−1 (λi−1 − λi) = −→0 לכן

ונקבל: הראשונה במשוואה נציב ולכן שונות λה־ כל
(ו"ע). 6= vi = 0v1 + . . .+ 0vi−1 = −→0

לכסינה. A אזי שונים, ע"ע n יש Aל־ אם מסקנה:

dimFn = ש: (מכיוון ולכן בת"ל הם הקודם, מהמשפטון הנ"ל. לע"ע המתאימים ו"ע v1, . . . , vn יהיו הוכחה:
לכסינה. A (משפטון) ולכן מו"ע המורכב בסיס יש Aל־ מכאן, בסיס. הם (n

מטריצה ללכסון מפורט קריטריון

שקולים: הבאים התנאים

לכסינה A .1

שלו. הגיאומטרי לריבוי שווה A של ע"ע כל של האלגברי והריבוי מל"ל PA (x) .2
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PA (x) = (x− λ1) · · · (x− λn) מל"ל: PA (x) קודם, ממשפטון לכסינה. A ∈ Fn×n תהי (2⇐= 1) הוכחה:
שינוי ע"י .A של הע"ע כלומר ,PA (x) שורשי הם λ1, . . . , λn .

של השונים הע"ע α1, . . . , αk כאשר PA (x) = (x− α1)r1 · · · (x− αk)rk לכתוב: נוכל המכפלה, סדר
האלגברים, הריבויים סכום בהתאמה. α1, . . . , αk של המתאימים האלגבריים הריבויים הם r1, . . . , rk ,A
מו"ע אחד כל בת"ל. ו"ע n יש Aל־ לכן לכסינה, A .PA (x) מעלת שזוהי מכיוון r1 + . . . + rk = n
היותר לכל הגיאומטרי, ,הריבוי dimVαi ≤ ri האלגברי, שהריבוי כיוון .αi הע"ע לאחד שייך/מתאים אלה
כי: מקבלים היינו אזי dimVαi < ri ש: כך i היה אילו .αiל־ מתאימים הנ"ל הו"ע מבין וקטורים ri

Vα1 , . . . , Vαk בין בת"ל ו"ע n חילקנו כי , n ≤ dimVα1 + . . .+ dimVαk

i לכל מכאן, לסתירה! והגענו n < n ואז n ≤ dimVα1 + . . . + dimVαk < r1 + . . . + rk = n אז: אבל
.dimVαi = ri מתקיים

הוא האלגבריים הריבויים סכום הקודם בכיוון כמו ולכן מל"ל PA (x) האופייני שהפולינום =⇐1)נתון 2)
(בפרוט: הגיאומטריים. הריבויים לסכום שווה האלגבריים הריבויים סכום כי נתון כעת, .r1 + . . .+ rk = n

dimVαi = ri כי נתון .A ,α1של . . . , αk השונים הע"ע של האלגבריים הריבויים r1, . . . , rk יהיו

,Vα2 של {u1, . . . , ur1} ,Vα1 של {v1, . . . , vr1} בסיסים: ניקח (r1 + . . . + rkו־ i = 1, . . . , k לכל
הווקטורים). שמות החלפת במקום vi,j כפול אינדקס לרשום פורמלית היה (ניתן Vαk של {w1, . . . , wr1},. . .
r1 + r2 + . . . + rk = n כאן ויש

−→0 ואינם למ"ע שייכים ו"ע v1, . . . , vr1 , u1, . . . , ur2 , . . . , w1, . . . , wrk
לכסינה. A ואז A של מו"ע מורכב Fn של בסיס יש כלומר בסיס: לכן בת"ל שהווקטורים נראה וקטורים.

יהי:

α1v1 + . . .+ αr1vr1︸ ︷︷ ︸
v∈Vα1

+β1u1 + . . .+ βr2ur2︸ ︷︷ ︸
u∈Vα2

+ . . .+ γ1w1 + . . .+ γrkwrk︸ ︷︷ ︸
w∈Vαk

= −→0

,
−→0 וסכומם שונים, לע"ע השייכים ו"ע הם אלה אז

−→0 אינם u, v, . . . , w מבין חלק לפחות אם לינארי. צירוף
של כבסיס בעצמו נלקח u, v, . . . , w שכל ומכיוון u = v = . . . = w = −→0 מכאן, בת"ל. שהם לכך בסתירה

. α1 = . . . = αri = 0 אזי ( 1 ≤ i ≤ k Vαi(כאשר

מטריצה ללכסון אלגוריתם

עצור. לכסינה, לא A לא, אם מל"ל? . PA (x) = |xI −A| נחשב .1

האלגברי) ריבויים (ואת .A של הע"ע שורשיו, את נמצא כן אם (א)

:λ ע"ע לכל .2

(A− λI)−→x = −→0 ההומוגנית המערכת ל־Vλ(פתרון בסיס נמצא (א)

עצור. לכסינה, לא A לא, אם ,dimVλ =λ של אלגברי ריבוי אם .i
הבא. לע"ע המשך כן אם .ii

זו מטריצה של i (בעמודה אלכסונית מט' P−1AP אז שהתקבלו. הו"ע את P מט' בעמודות אוספים .3
.(P iשל בעמודה ששמנו לו"ע המתאים הע"ע יופיע
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, λ ע"ע , מל"ל PA (x) = (x− λ)n לכסינה: אינה A = Jn (λ) =

λ 1 0
. . . 1

0 λ

 ,n ≥ 2 עבור דוגמה:

לכסינה. לא ולכן dimVλ = 1 :λ של גיאומטרי ריבוי , n :λ של אלגברי ריבוי

תחתונה. משולשית למטריצה דומה עליונה משולשית מטריצה כל משפטון:

"אנטי מטריצה P =

0 1

. .
.

1 0

 ניקח עליונה. משולשית מטריצה M =

∗ ∗
. . .

0 ∗

 תהי תהי הוכחה:

.P−1 = P מכאן, (Aב־ השורות סדר את הופך PA כי לב נשים ישיר: (חישוב P 2 = I אלכסונית.

P−1MP = PMP =

0 ∗

. .
.
∗

∗ ∗ ∗

P =︸︷︷︸
AP=A(en,...,e1)=Aen,...,Ae1

=

∗ 0

0
. . .

∗ 0 ∗



בעזרת או אופן, באותו להוכיח (ניתן עליונה. משולשית למטריצה דומה תחתונה משולשית מטריצה כל מסקנה:
שוב). ונשחלף נסיק הקודם מהמשפטון ואז שחלוף,

דומות. A,B אם A ∼ B נסמן תרגיל:

: A,B,C ∈ Fn לכל

A ∼ A .1

B ∼ A אז A ∼ B אם .2

A ∼ C אז A ∼ B ∼ C אם .3

שקילות. יחס הוא מטריצות דימיון מכאן,

מל"ל. PA (x) אז משולשית, למטריצה דומה A אם משפטון:

האופייני לפולינום ממש שווה המשולשית, למטריצה המתאים האופייני הפולינום לכן משולשית, למטריצה דומה A
.A מטריצה של

עליונה. משולשית למטריצה דומה A אזי מל"ל. PA (x) ש: כך A ∈ Fn×n תהי משפט:

.A של ע"ע הוא λ1 בפרט (נתון), PA (x) = (x− λ1) · · · (x− λn) .n על באינדוקציה נוכיח הוכחה:
.Fn של v, u1, . . . , un−1 לבסיס נשלימו .λ1ל־ המתאים A של ו"ע v יהי

הפיכה. P ולכן בת"ל הם בסיס, שהווקטורים מכך v, u1, . . . , un−1 יהיו שעמודותיה מטריצה P תהי

P−1AP = P−1 (Av,Au1, . . . , Aun−1) =

λ1 P
−1v︸ ︷︷ ︸
e1

, ∗ . . . ∗

 =


λ1 ∗ · · · ∗
0
... B
0
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זהה: שלהם האופייני הפולינום ולכן Aל־ דומה מטריצה מצאנו

(x− λ1) · (x− λ2) · . . . (x− λn) = PA (x) = P
λ1 ∗ · · · ∗
0
... B
0


(x) = (x− λ1) · PB (x)

מל"ל. כלומר , PB (x) = (x− λ2) · . . . (x− λn):לכן
.Mל־ דומה Bש־ כך ,M עליונה משולשית מטריצה קיימת האינדוקציה מהנחת , B ∈ F(n−1)×(n−1)ש־ כיוון

M = Q−1BQ הפיכה מטריצה Q תהי

R−1AR =


1 0 · · · 0
0
... Q−1

0

P−1

︸ ︷︷ ︸
R−1

AP


1 0 · · · 0
0
... Q
0


︸ ︷︷ ︸

R

1 0 · · · 0
0
... Q−1

0

λ1 ∗ · · · ∗
0
... B
0

1 0 · · · 0
0
... Q
0

 =

λ1 ∗ · · · ∗
0
... Q−1B
0

1 0 · · · 0
0
... Q
0

 =


λ1 ∗ · · · ∗
0
... Q

−1
BQ︸ ︷︷ ︸

M

0



כדרוש. עליונה משולשית מטריצה


λ1 ∗ · · · ∗
0 ∗ · · · ∗
...

. . .
...

0 ∗

 קיבלנו: סה"כ לכן

10 שיעור

המילטון קיילי משפט

f (A) := a0I + נגדיר , f (x) = a0 + a1x + · · · + akx
k ∈ F [x] ופולינום , A ∈ Fn×n עבור הגדרה:

a1A+ a2A
2 + . . .+ akA

k

דוגמה

A =
(

0 −1
1 0

)
, PA (x) = x2 + 1

PA (A) = A2 + 1 · I =
(
−1 0
0 −1

)
+ I = −→0
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PA (A) = −→0 ,A ∈ Fn×n לכל המילטון: קיילי משפט

.1≥ ממעלה פונלינומים הם xI −A רכיבי xI)כל −A) adj (xI −A) = |xI −A| · I = PA (x) · I הוכחה:

.n−1×n−1 בגודל תתי־מטריצות הם xI−A של ועמודה) שורה ממחיקת המתקבלת (תת־המטריצה המינורים
פולינום הוא adj (xI −A) של רכיב כל לכן, .n − 1 ≥ ממעלה פולינום היא מינור כל של הדטרמיננטה לכן,
B0, . . . , Bn−1 ∈ Fn×n כאשר ,adj (xI −A) = B0 + xB1 + . . . + xn−1Bn−1:נכתוב .n − 1 ≥ ממעלה

(

(
x2 + 3 x
−5 2 + x

)
=
(

3 0
−5 2

)
+ x ·

(
0 1
0 1

)
+ x2 ·

(
1 0
0 0

)
(לדוגמה:

המקורית: במשוואה נציב

(xI −A)
(
B0 + xB1 + . . .+ xn−1Bn−1

)
= PA (x) I

−AB0 + x (B0 −AB1) + x2 (B1 −AB2) . . .+ xn−1 (Bn−2 −ABn−1) + xnBn−1 = PA (x) I

−”− =

a0 + a1x+ . . .+ an︸︷︷︸
=1

xn

 I = a0I + xa1I + x2a2I + . . .+ xn−1an−1I + xnI

:x של חזקות לפי נשווה

Bn−1 = I :xn

Bn−2 −ABn−1 = an−1I
Bn−2 = an−1I +ABn−1 = an−1I +A

:xn−1

Bn−3 −ABn−2 = an−2I
Bn−3 = an−2I +ABn−2 = an−2I +A (an−1I +A) = an−2I + an−1A+A2 :xn−1

B0 −AB1 = a1I
B0 = a1I +A B1︸︷︷︸

(a2I+a3A+...+An−2)

= a1I + a2A+ a3A
2 + . . .+An−1 :x1 עד כך נמשיך

−AB0 = a0I

=⇒ −→0 = a0I +AB0 = a0I + a1A+ a2A
2 + . . .+ an−1A

n−1 +An = PA (A) :"x0"

(f (x))n את מחלק PA (x) מתקיים ,f (A) = −→0 ש: כך f (x) ∈ F [x] לכל , A ∈ Fn×n תהי משפט:

(x− α)n = ואכן,
f (x) := x− α

f (A) = A− αI = αI − αI = −→0 מתקיים: ולכן PA (x) = (x− α)n ,A = αI דוגמה:

PA (x) | (f (x))n = (x− α)n
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B0, . . . , Bk−1 ∈ Fn×n מטריצות נחפש כלשהו) (פולינום f (x) = a0 + a1x + . . . + akx
k נכתוב הוכחה:

(xI −A)
(
B0 + xB1 + . . .+ xk−1Bk−1

)
= f (x) I שמתקיים כך

דרוש:

−AB0 + x (B0 −AB1) + x2 (B1 −AB2) . . .+ xk−1 (Bk−2 −ABk−1) + xkBk−1 = PA (x) I
−”− =

(
a0 + a1x+ . . .+ akx

k
)
I = a0I + xa1I + x2a2I + . . .+ xkakI

ניקח:

Bk−1 = akI :xk

Bk−2 = ניקח אזי Bk−2 = ak−1I + ABk−1 (דרוש
Bk−2 −ABk−1 = ak−1I

Bk−2 = ak−1I +ABk−1 = ak−1I +A
:xn−1

( ak−1I + akA

Bk−3 = (דרוש
Bk−3 −ABk−2 = ak−2I

Bk−3 = ak−2I +ABk−2 = ak−2I +A (ak−1I +A) = ak−2I + ak−1A+A2 :xk−1

( Bk−3 = ak−2I + ak−1A+ akA
2 ניקח אזי ak−2I +ABk−2

B0 = a1I+)
B0 −AB1 = a1I

B0 = a1I +A B1︸︷︷︸
(a2I+a3A+...+Ak−2)

= a1I + a2A+ a3A
2 + . . .+ akA

k−1 :x1 עד כך נמשיך

(B0 = a1I + a2A+ a3A
2 + . . .+ akA

k−1 ניקח אזי AB1

−AB0 = (דרוש
−AB0 = a0I

=⇒ −→0 = a0I +AB0 = a0I + a1A+ a2A
2 + . . .+ an−1A

k−1 +Ak = PA (A) :"x0"

מתקיים) כי נבדוק a0I

a0I −AB0 = a0I +A
(
a1I + a2A+ . . .+ akA

k−1) = a0I + a1A+ a2A
2 + . . .+ akA

k =
given

נחשב:

f (A) = −→0

שמתקיים: כך B0, . . . , Bk−1 ∈ Fn×n מטריצות קיימות כי הראינו מכאן

(xI −A)
(
B0 + xB1 + . . .+ xk−1Bk−1

)
= f (x) I

מתקיים: הדטרמיננטה של הכפליות מתכונת המשוואה. אגפי לשני דטרמיננטה נחשב

|xI −A| · |B (x)|︸ ︷︷ ︸
g(x)∈F[x]

= |f (x) · I| = f (x)n

PA (x) | (f (x))n כלומר , PA (x) · g (x) = (f (x))n וקיבלנו
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המינימלי הפולינום

מדרגה המתוקן הפולינום הוא ,mA (x) מסומן ,A של המינימלי הפולינום אזי , A ∈ Fn×n תהי הגדרה:
(
−→0 נותנת בפולינום A שהצבת כך (כלומר, A את המאפס מינימלית

יחיד. הוא המינימלי הפולינום משפטון:

f (x) , g (x) : A של מינימליים פולינומים שני יהיו אזי יחיד, אינו שהפולינום נניח בשלילה, הוכחה:

f (x)−g (x) = (a0 − b0)+ ונקבל: f (x)−g (x) נחשב f (x) = a0 + a1x+ . . .+ ak−1x
k−1 + xk

g (x) = b0 + b1x+ . . .+ bk−1x
k−1 + xk

נכתוב

(a1 − b1)x+ . . .+ (ak−1 − bk−1)xk−1 + (1− 1)xk−1

בסקלר, כפל ע"י נתקנו אזי מתוקן איננו אם : f (x) − g (x) 6= −→0 אזי לא, אם סיימנו. , f (x) = g (x) אם
. k > ממעלה h (x) : c (f (x)− g (x)) מהצורה מתוקן פולינום לקבל

של למינימליות בסתירה , h (A) = c (f (A)− g (A)) = c ·
(−→0 −−→0 ) = −→0 שמצאנו: בפולינום A את נציב

.f (x) = g (x) לכן , gו־ f הפולינומים

n ≥ mA (x) מעלת משפטון:

.A את ומאפס , n ממעלה מתוקן, PA (x) הוכחה:

mA (x) |f (x) מתקיים , f (A) = −→0 ש: כך f (x) ∈ F [x] לכל משפטון:

מעלת > r (x) שמעלת כך f (x) = mA (x) · g (x) + r (x) מתקיים אזי שארית, עם פולינומים נחלק הוכחה:
.mA (x)

לתקנו, אפשר היה r (x) 6= 0 אילו . r (A) = −→0 ולכן
−→0 = f (A) = mA (A)︸ ︷︷ ︸

−→0

·g (A) + r (A) : A את נציב

. mA (x) של למינימליות בסתירה mA (x) מעלת > ממעלה ,A את המאפס מתוקן פולינום מקבלים והיינו
שארית. בלי mA (x)ב־ מתחלק f (x) כי ומתקיים r (x) = 0 לכן,

מסקנה:

mA (x) |PA (x) (1

PA (x) | (mA (x))n (2

הוכחה:

הדרוש. ונקבל האחרון המשפטון את נפעיל המילטון. קיילי ממשפט PA (A) = −→0 (1
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PA (x) | (mA (x))n כי נובע לעיל ממשפט ולכן מינימלי, פולינום מהגדרת mA (A) = −→0 (2

PA (x) = למשל שווה האופייני הפולינום אם אי־פריקים. גורמים אותם יש PA (x)ול־ mA (x)ל־ מסקנה:
אז ,PA (x) של האי־פריקים הגורמים הם g1 (x) , . . . , gk (x) כאשר g1 (x)m1 · g2 (x)m2 · · · · · gk (x)mk

.1 ≤ i ≤ k לכל 1 ≤ li ≤ mi ומתקיים mA (x) = g1 (x)l1 · g2 (x)l2 · · · · · gk (x)lk

דוגמה:

הפולינום זה ולכן ,A את מאפס x − λ = (x− λ)1 PA (x) = (x− λ)n

=⇒ mA (x) = (x− λ)l , 1 ≤ l ≤ n , A = λI (1

המינימלי.

אזי: ז'ורדן, מטריצת A = Jn (λ) =

λ 1 0
. . . 1

0 λ

 (2

PA (x) = (x− λ)n

=⇒ mA (x) = (x− λ)l , 1 ≤ l ≤ n

−→0 = mA (A) = (A− λI)l =

0 1 0
...

. . . 1
0 · · · 0


l

=⇒ l ≥ n =⇒ l = n

. mA (x) = (x− λ)n = PA (x) כלומר:

וזו

0 1 0
...

. . . 1
0 · · · 0


l

·

1
...
1

 =


1
...
1
0

 למשל: ולכן

0 1 0
...

. . . 1
0 · · · 0

 ·
x1
...
xn

 =


x2
...
xn
0

 מתאפס): (מדוע הסבר

, l ≥ n עבור שני, מצד .

0 1 0
...

. . . 1
0 · · · 0


l

6= −→0 אזי , l < n אם לכן, . n ≤ l אם אלא
−→0 מ־ שונה תוצאה

.

0 1 0
...

. . . 1
0 · · · 0


l

= −→0 לכן, אפסים) עמודת תהיה שניקח עמודה (כל i לכל

0 1 0
...

. . . 1
0 · · · 0


l

ei = −→0

.(x− λ)n הוא Jn (λ) ז'ורדן בלוק של המינימלי הפולינום לסיכום:

Ai כל כאשר


A1 0

A2
. . .

0 Ak

 מהצורה ריבועית מטריצה היא בלוקים אלכסונית מטריצה הגדרה:

(

1 2 0
3 4 0
0 0 5

 (לדוגמה: ריבועית. מטריצה
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אזי: בלוקים. אלכסונית A =

A1 0
. . .

0 Ak

 תהי משפטון:

PA (x) = PA1 (x) · PA2 (x) · · · · · PAk (x) (1

(lcm=least common multiple (כאשר mA (x) = lcm (mA1 (x) , . . . ,mAk (x)) המינימלי הפולינום (2

מתקיים: ,C :
(
A 0
0 B

)
בצורה C מטריצה עבור דוגמה:

mA (x) = (x− 2)2
,mB (x) = (x− 2) (x− 3) =⇒ mC (x) = lcm

(
(x− 2)2

, (x− 2) (x− 3)
)

= (x− 2)2 (x− 3)

11 שיעור

,Ai מטריצה כל כאשר


A1

−→0
A2

. . .
−→0 Ak

 מהצורה מטריצה היא אלכסונית־בלוקים מטריצה תזכורת:

ריבועית. היא , 1 ≤ i ≤ k

מהצורה אלכסונית־בלוקים למטריצה דומה A מל"ל, PA (x) ש: כך A ∈ Fn×n מטריצה לכל ג'ורדן: משפט

שונים), בהכרח לא λ1, . . . , λk (כאשר


Jm1 (λ1) −→0

Jm2 (λ2)
. . .

−→0 Jmk (λk)



כדי עד יחידה, היא הנ"ל הצורה כן, על יתר .


λ1 1 −→0

λ1
. . .

. . . 1
−→0 λ1

 מהצורה הוא Jm1 (λ1) בלוק, כל כאשר

הבלוקים. סדר שינוי
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דוגמה
3 1 −→0
0 3

3
2 1

−→0 0 2

 ∼ A ∼ ש־ ייתכן לא אך ,


3 1 0 0 0
0 3 1 0 0
0 0 3 0 0
0 0 0 2 1
0 0 0 0 2

 ∼ A ∼


2 1 0 0 0
0 2 0 0 0
0 0 3 0 0
0 0 0 3 1
0 0 0 0 3

 ייתכן

משתנים) לא הבלוקים גדלי (ז"א,


2 1 0 0 0
0 2 0 0 0
0 0 3 0 0
0 0 0 3 1
0 0 0 0 3


ש: מתקיים ג'ורדן במשפט הערות

A של הע"ע הם λ1, . . . , λk .1

.A של ג'ורדן בצורת λ ע"ע עם הבלוקים למספר שווה λ ע"ע כל של הגיאומטרי הריבוי .2

A של ג'ורדן בצורת ביותר הגדול הבלוק לגודל שווה mA (x) המינימלי בפולינום x− λ גורם כל מעלת .3
.λ ע"ע עם

דוגמה

?A של האפשריות ג'ורדן צורות מהן , mA (x) = (x− 3)3 (x− 2) ,PA (x) = (x− 3)5 (x− 2)2 נניח

בגודל (ובלוק 3 על 3 בגודל בלוק להיות חייב לכן ,3 בחזקה מופיע שע"ע־3 לראות אפשר המינימלי, מהפולינום
(2 ע"ע של 1 על 1

.



3 1 0
0 3 1
0 0 3

3
3

2
2


או



3 1 0
0 3 1
0 0 3

3 1
0 3

2
2


להיות: יכולה A של ג'ורדן צורת אזי

בלוקים 2 (יש הראשונה כמו היא הצורה אזי ,2 הוא 3 הע"ע של הגיאומטרי שהריבוי ומצאנו בדקנו בנוסף, אם
(3 הינו הע"ע עבורם ג'ורדן בצורת

בפולינום (x− λ) מעלת ,λ ע"ע לכל ⇐⇒ לכסינה A אזי: מל"ל. PA (x)ש־ כך , A ∈ Fn×n תהי משפטון:
.1 היא המינימלי

: (⇐=) כיוון הוכחה:

,A של ג'ורדן בצורת אזי לכסינה, A .


λ1 0

λ2
. . .

0 λn

 אלכסונית: A של ג'ורדן צורת ⇐⇒ לכסינה A

mA (x)ב־ x− λ מעלת ולכן , 1× 1 הם שלו הבלוקים כל ע"ע, לכל
.1 היא
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:(=⇒) כיוון

.1× 1 הוא λ של בלוק כל ,λ ע"ע לכל , A של ג'ורדן בצורת אז , 1 היא mA (x)ב־ x− λ מעלת ע"ע, לכל אם
אלכסונית. מטריצה היא A של ג'ורדן צורת לכן

סדר כדי (עד ג'ורדן. צורת אותה את להן יש ⇐⇒ דומות הן A,B ∈ Fn×n מטריצה ג'ורדן: ממשפט מסקנה
הבלוקים). של

A ∼ B
∼ ∼
JA = JB

ש: מכך נובע

פנימית מכפלה מרחבי

(u, v ∈ V (עבור 〈u, v〉 : V ×V −→ F המסומנת פונקציה היא סקלרית) מכפלה (או: פנימית מכפלה הגדרה:
הבאות: התכונות עם

(α, β ∈ Fו־ u1, u2, v ∈ V (לכל 〈αu1 + βu2, v〉 = α 〈u1, v〉+ β 〈u2, v〉 הראשון: ברכיב לינאריות .1

(u, v ∈ V (לכל 〈v, u〉 = 〈u, v〉 צמידות): גם (מכונה הרמיטיות .2

v = −→0 יתקיים ממש שוויון .〈v, v〉 ≥ 0 מתקיים v ∈ V לכל שליליות: אי .3

.3 בסעיף 〈v, v〉 ≥ 0 לאמירה משמעות ויש 〈v, v〉 ∈ R לכן, , 〈v, v〉 = 〈v, v〉 מהרמיטיות, ,v ∈ V לכל הערה:

דוגמה

:Fn המרחב על הסטנדרטית הפנימית המכפלה

〈
α1
α2
...
αn

 ,


β1
β2
...
βn


〉

:= α1β1 + α2β2 + . . .+ αnβn = (α1, . . . , αn) ·

β1

βn



.v איברי כל של (מרוכבת) הצמדה ע"י vמ־ המתקבל הווקטור הוא v כאשר , 〈u, v〉 = uT · v אחרות, ובמלים

)〉דוגמה
1
2

)
,

(
5
−3

)〉
= 1 · 5 + 2 · (−3) = 5 + (−6) = −1 הסטנדרטית: פנימית) (מכפלה המ"פ ,R2ב־

מיותרת. ההצמדה פעולת , R מעל לב: )〉נשים
1
i

)
,

(
1
i

)〉
= 1 · 1 + i · i = 1 + (i (−i)) = 1 +

(
−
(
i2
))

= 2 הסטנדרטית: המ"פ ,C2ב־
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u1, u2, v ∈ V ו־ α, β ∈ F יהיו . סקלר) הוא סקלרים מכפלות של (סכום 〈, 〉 : V ×V −→ F ש ברור הוכחה:

מתקיימים: התנאים שכל נראה

〈αu1 + βu2, v〉 =
def

(αu1 + βu2)T v =
(

(αu1)T + (βu2)T
)
v = αuT1 v+ הראשון: ברכיב לינאריות .1

βuT2 v =
def

α 〈u1, v〉+ β 〈u2, v〉

〈u, v〉 =
def

uT v = uT · v = uT · v︸ ︷︷ ︸
scalar!

=
(
uT · v

)T
= vT · uT

T
= vT · u = 〈v, u〉 הרמיטיות: .2

〈v, v〉 =
def

α1 · α1 + α2 · α2 + . . .+ αn · αn =
↑

Z · Z = |Z|2

|α1|2 + |α2|2 + , v =

α1
...
αn

 ∈ Fn יהי .3

. . .+ |αn|2 ≥ 0

. v = −→0 ⇐⇒ α1 = . . . = αn = 0⇐⇒ |α1|2 = . . . = |αn|2 = 0⇐⇒ מתקבל ושוויון

〈u, αv1 + βv2〉 =
def

α 〈u, v1〉+ β 〈u, v2〉 כלומר: השני, ברכיב "כמו־לינארית" היא פנימית מכפלה משפטון:

הוכחה:

〈u, αv1 + βv2〉 =
3
〈αv1 + βv2, u〉 =

1
α 〈v1, u〉+ β 〈v2, u〉 = α·〈v1, u〉+β·〈v2, u〉 =

3
α·〈u, v1〉+β·〈u, v2〉

〈
k∑
i=1

αiui,
l∑

j=1
βjvj

〉
=

k∑
i=1

l∑
j=1

αiβj 〈ui, vj〉 מסקנה:

〉הוכחה:
k∑
i=1

αiui,

l∑
j=1

βjvj

〉
=
1

∑
αi

〈
ui,
∑

βjvj

〉
=

"like linear"

∑
αi
∑

βj 〈ui, vj〉 =
∑

αiβj 〈ui, vj〉

השני. הרכיב מעל גם לינארית היא מ"פ R מעל לכן לינאריות, = לינאריות" "כמו , F = R כאשר הערה:

G{v1,...,vk} :=


〈v1, v1〉 〈v1, v2〉 · · · 〈v1, vk〉

〈v2, v1〉
. . .

...
. . .

〈vk, v1〉 〈vk, vk〉

 מתאימה: גראם מטריצת נגדיר v1, . . . , vk וקטורים סדרת לכל הגדרה:

.〈vi, vj〉 הוא (i, j) רכיב שעבורה
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דוגמה:

G{v1,v2} =
(
〈v1, v1〉 〈v1, v2〉
〈v2, v1〉 〈v2, v2〉

)
=
(

2 −1
−1 13

)
הסטנדרטית: המ"פ עם v1 =

(
1
−1

)
, v2 =

(
2
3

)

. u, v ∈ V לכל 〈u, v〉 = [u]TB ·GB · [v]B ,V של בסיס B עבור פנימית. מכפלה מרחב V יהי משפטון:

(〈u, v〉 = [u]T ·G · [v] נכתוב בהקשר, נקבע B כאשר (כלומר:

u = α1v1 + . . .+ αnvn
v = β1v1 + . . .+ βnvn

נציג: בסיס, B = {v1, . . . , vn} יהי הוכחה:

[u]T ·G·[v] = (α1, . . . , αn)·

〈v1, v1〉 · · · 〈v1, vn〉
...

...
〈vn, v1〉 · · · 〈vn, vn〉

·
β1
...

βn

 = (α1, . . . , αn)·


n∑
j=1

βj 〈v1, vj〉

...
n∑
j=1

βj 〈vn, v1〉

 =

n∑
i=1

n∑
j=1

αiβj 〈vi, vj〉 = 〈α1v1 + . . . αnvn, β1v1 + . . . βnvn〉 = 〈u, v〉

)〉דוגמה:
α1
α2

)
,

(
β1
β2

)〉
:= (α1, α2)G

(
β1
β2

)
= (α1, α2)

(
2β1 − β2
−β1 + 13β2

)
=

α1 (2β1 − β2) + α2 (−β1 + 13β2) = 2α1β1 − α1β1 − α2β1 + 13α2β2

נגדיר: ,G =
(

2 −1
−1 13

)
ישירות). לבדוק (אפשר R2 על סטנדרטית) (לא מ"פ זאת

12 שיעור

נורמיים מרחבים

התנאים מתקיימים אם נורמה, תקרא ‖‖ : V −→ R פונקציה . (F = C\R) F שדה מעל מ"ו V יהי הגדרה:
הבאים:

‖v‖ = 0⇐⇒ v = 0 ומתקיים ∀v ∈ V , ‖v‖ ≥ 0 שליליות: אי .1

∀v ∈ V,∀α ∈ F ‖αv‖ = |α| ‖v‖:הומוגניות .2

∀u, v ∈ V ‖u+ v‖ ≤ ‖u‖+ ‖v‖ המשולש: שיוויון אי .3

נורמי. מרחב הוא ‖‖ הנורמה עם V שהמרחב נגיד נורמה, ‖‖ : V −→ R אם
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פנימית): ממכפלה המושרית (הנורמה הגדרה:

נקראת הזאת, הנורמה .‖‖ :=
√
〈v, v〉 v ∈ V לכל ע"י: ‖‖ : V −→ R :V על נורמה נגדיר ממ"פ1. V יהי

המ"פ. ע"י המושרית הנורמה

נורמה. אכן היא הפנימית המכפלה ע"י המושרית הנורמה אזי ממ"פ, V יהי טענה:

מתקיימים. 1,2,3 תנאים צ"ל .Rל־ V מ־ פונקציה אכן היא המושרית הנורמה הוכחה:

‖v‖ =
√
〈v, v〉 ≥ 0 , ∀v ∈ V שליליות: אי (1

‖v‖ = 0⇐⇒
√
〈v, v〉 = 0⇐⇒ 〈v, v〉 = 0⇐⇒ v = 0

‖αv‖ =
√
〈αv, αv〉 =

√
αα 〈v, v〉 =︸︷︷︸

αα=|α|2

√
|α|2 〈v, v〉 = |α|

√
〈v, v〉 = ,∀α ∈ F ,∀v ∈ V הומוגניות: (2

|α| · ‖v‖

בו. נשתמש לא המושרית, הנורמה עבור המשולש אי־שיוויון קיום את נוכיח שלא עד הערה:

‖v‖ = 1 אםם נורמלי יקרא v ∈ V נורמי, מרחב V יהי הגדרה:

נורמלי. וקטור הוא u = v
‖v‖ הווקטור אזי 0 6= v ∈ V ו־ נורמי מרחב V יהי טענה:

נורמלי: v כי נראה היטב. מוגדר u = v
‖v‖ לכן: , ‖v‖ 6= 0 אזי , 0 6= v ∈ V יהי הוכחה:

‖v‖ = ‖ v

‖v‖
‖ =

∣∣∣∣ 1
‖v‖

∣∣∣∣ · ‖v‖ =︸︷︷︸
‖v‖>0

1
‖v‖
· ‖v‖ = 1

נורמלי. v לכן,

הווקטור. נרמול קוראים , ‖v‖ בנורמה וחלוקה v 6= 0 וקטור לקיחת של לפעולה הערה:

.u⊥v נסמן זה במקרה 〈u, v〉 = 0 אם מאונכים יקראו u, v ∈ V ממ"פ. V יהי הגדרה:

מתקיים: u, v ∈ V לכל אזי ממ"פ. V יהי טענה:

v⊥u⇐= u⊥v .1

0⊥v .2

αu⊥βv ⇐= u⊥v .3

פנימית מכפלה 1מרחב
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הוכחה:

v⊥u⇐= 〈v, u〉 = 〈u, v〉 = 0 = 0⇐= 〈u, v〉 = 0⇐= u⊥v .1

0⊥v ⇐= 〈0, v〉 = 0 .2

.αu⊥βv ולכן 〈αu, βv〉 = αβ 〈u, v〉 = 0 לכן ,〈u, v〉 = 0⇐= u⊥v .3

ואורתונורמליות אורתוגנליות

לזה. זה מאונכים שונים, u, v ∈ B כל אם אורתוגונלית תיקרא B ⊆ V ממ"פ. V יהי הגדרה:

בת"ל. B אזי 0 /∈ Bש־ כך אורתוגונלית קבוצה B ⊆ V אם ממ"פ. V יהי משפט:

α1v1 + המתאפס: B איברי של טריוויאלי לא לינארי צירוף קיים מכאן, ת"ל. B כי בשלילה נניח הוכחה:
אפס. הם αi המקדמים כל שלא כך , v1, . . . , vk ∈ B עבור . . .+ αkvk = 0

〈α1v1 + . . .+ αkvk, vi〉 = α1 〈v1, vi〉+ . . .+ αk 〈vk, vi〉 = αi 〈vi, vi〉︸ ︷︷ ︸
6=0

2:1 ≤ i ≤ k לכל אבל

( 〈vi, vi〉 6= 0 (כי αi = 0 אםם αi 〈vi, vi〉 = 0 לכן 〈α1v1 + . . .+ αkvk, vi〉 = 〈0, vi〉 = 0 שני: מצד

נורמלי. v ∈ B וכל אורתוגונלית B אם אורתונורמלית תקרא B ⊆ V ממ"פ. V יהי הגדרה:

דוגמה

אורתונורמלית. {e1, e2, . . . , en} הקבוצה V = Rn עבור

〈ei, ej〉 = eTi ·ej =

0, . . . , , 0, 1︸︷︷︸
i

, 0, . . . , 0

·
0, . . . , , 0, 1︸︷︷︸

j

, 0, . . . , 0

 = :i 6= j לכל מתקיים אכן:

0

‖ei‖ =
√
〈eiei〉 = מתקיים 1 ≤ i ≤ n לכל כן, כמו .〈u, v〉 = uT v היא: Fnב־ הסטנדרטית המ"פ √תזכורת:

1 = 1

אורתונורמלית. {e1, . . . , en} הקבוצה מכאן,

בת"ל. B אזי אורתונומלית B ⊆ V אם ממ"פ. V יהי משפט:

( ‖0‖ = 0 6= 1 (כי 0 /∈ Bו־ אורתוגונלית B הוכחה:

אורתוגונלית. B כי i 6= j לכל 〈vj , vi〉 = 02
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GB = G{v1,...,vk} :=


〈v1, v1〉 〈v1, v2〉 · · · 〈v1, vk〉

〈v2, v1〉
. . .

...
. . .

〈vk, v1〉 〈vk, vk〉

 גראם: מטריצת B = {v1, . . . , vk} וקבוצה V ממ"פ עבור תזכורת:

אורתונורמלית. B = {v1, . . . , vk }ֲֲ טענה:

.GB = I לכן 1 = ‖vi‖ =
√
〈vi, vi〉 מתקיים וגם 〈vi, vj〉 =

{
0 i 6= j

1 i = j
= δij

/ אורתוגונלית וקבוצה בסיס B אם (אורתונורמלי) אורתוגונלי בסיס יקרא B ⊆ V ממ"פ. V יהי הגדרה:
אורתונורמלית.

דוגמה

אורתונורמלי. בסיס {e1, . . . , en} ,V = Rn

הפנימית למכפלה שווה V על המ"פ אורתונורמלי. בסיס B = {v1, . . . , vk} ויהי ממ"פ V יהי טענה:
.B בסיס לפי הווקטורים הצגות של הסטנדרטית

〈u, v〉 = 〈[u]B , [v]B〉 = [u]TB · [v]B מתקיים: u, v ∈ V לכל כלומר:

אורתונורמלי בסיס B אבל , 〈u, v〉 = [u]TB GB [v]B מתקיים: B בסיס לכל כי קודם בשיעור ראינו הוכחה:
〈u, v〉 = [u]TB · I · [v]B = [u]TB · [v]B לכן , GB = I ולכן

v = יחידה הצגה קיימת v ∈ V לכל אורתונורמלי. בסיס B = {v1, . . . , vn}ו־ ממ"פ V יהי טענה:
αi = 〈v, vi〉 :1 ≤ i ≤ n לכל ומתקיים α1v1 + . . .+ αnvn

v = α1v1 + . . .+ αnvn :v של יחידה הצגה קיימת לכן V ל־ בסיס B .v ∈ V יהי הוכחה:

:αi את נמצא

〈v, vi〉 = 〈α1v1 + . . .+ αnvn, vi〉 = α1 〈v1, vi〉 + . . . + αn 〈vn, vi〉 =
↑

〈vj , vi〉 = 0

מתקיים: ∀1 ≤ i ≤ n

αi 〈vi, vi〉 =
↑

〈vi, vi〉 = 1

αi · 1 = αi

v = α1v1 + . . .+ מתקיים: v ∈ V לכל אזי אורתונורמלי. בסיס B = {v1, . . . , vk} ממ"פ, V יהי מסקנה:
αkvk = 〈v, v1〉 v1 + . . .+ 〈v, vk〉 vk

אזי v = α1v1 + . . .+αkvk אם אזי אורתונורמלי בסיס B = {v1, . . . , vk} ו־ ממ"פ V יהי פיתגורס: משפט
‖v‖2 = |α1| 2 + . . .+ |αk| 2
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הוכחה:

‖v‖2 = 〈v, v〉 =︸︷︷︸
B is orthonormal

〈[v]B , [v]B〉 =
〈α1

...
αk

 ,

α1
...
αk

〉 = (α1, . . . , αk) ·

α1
...
αk

 =

|α1| 2 + . . .+ |αk| 2 = |〈v, v1〉|2 + . . .+ |〈v, vk〉|2

אוניטרית מטריצה

A∗ = AT =
(
A
)T

נגדיר: . (F = R\C (כאשר A ∈Mn (F) מטריצה עבור הגדרה:

.A∗ = A−1 אם אוניטרית תקרא A הגדרה:

אוניטרית. AT ⇐⇒ אוניטרית A טענה:

.
(
AT
)−1 =

(
AT
)∗

להוכיח: מספיק הוכחה:

לכן ,
(
AT
)∗ =

(
AT
)T

אבל

(
A
T
)T

AT = I

AT
T
AT = I

לכן: ,

A−1 = A∗

AA∗ = I

AAT = I
AAT = I = I

כלומר: אוניטרית, A כי נתון

.
(
AT
)∗
AT = I

אונטרית. AT ⇐=
(
AT
)−1 =

(
AT
)∗

לכן , AT של משמאל הפיכה
(
AT
)∗

מכאן,

〈Au,Av〉 = 〈u, v〉 , u, v ∈ Fn לכל ⇐⇒ אוניטרית A ∈Mn (F) טענה:

הוכחה:

〈Au,Av〉 = (Au)T (Av) = כעת: .
AT ·

(
AT
)∗ = I

AT · (AT )T = I
AT ·A = I

לכן אוניטרית. AT ⇐= אוניטרית A ְ נתון :(⇐=)

uTATAv = uT Iv = uT v = 〈u, v〉

A אזי 〈Aei, Aej〉 = 〈ei, ej〉 מתקיים 1 ≤ i, j ≤ n לכל שאם נוכיח יותר. חזקה טענה נוכיח :(=⇒)
אוניטרית.
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〈Aei, Aej〉 = (Aei)T (Aej) = eTi A
TAej = eTi A

TAej = מתקיים: 1 ≤ i, j ≤ n לכל הוכחה:
eicj

(
ATA

)
= RiCj

(
ATA

)
=
(
ATA

)
ij〈

ATA
〉
ij

= 〈ei, ej〉 =
{

1 i = j

0 i 6= j
אזי 〈Aei, Aej〉 = 〈ei, ej〉 מתקיים כי 1 ≤ i, j ≤ n לכל נתון אם כעת,

אוניטרית. A ⇐=
ATA = I

ATA = I = I
AT = A∗ ⇐= A∗A = I

לכן

אורתונורמלי. בסיס מהוות A עמודות ⇐⇒ אוניטרית A ∈Mn (F) טענה:

הוכחה:

אורתונורמלית. ־ A עמודות קבוצת נראה :(⇐=)

〈Ci (A) , Cj (A)〉 = 〈Aei, Aej〉 =︸︷︷︸
A is unitary

〈ei, ej〉 =
{

1 i = j

0 i 6= j
מתקיים: ∀1 ≤ i, j ≤ n

עמודות dim (Fn) = n שיש מכיוון בת"ל. היא A עמודות קבוצת לכן אורתונורמלית. A עמודות קבוצת לכן
בסיס. מהוות בהכרח הן בת"ל

אורתונורמלי. בסיס הן A עמודות כי נתון :(=⇒)

〈Aei, Aej〉 = 〈ei, ej〉 מתקיים 1 ≤ i, j ≤ n שלכל להוכיח מספיק הקודם, המשפט לפי

〈Aei, Aej〉 = 〈Ci (A) , Cj 〈A〉〉 =︸︷︷︸
*

{
1 i = j

0 i 6= j
= 〈ei, ej〉 אכן3:

אוניטרית. A ⇐= 〈Aei, Aej〉 = 〈ei, ej〉 מתקיים ∀1 ≤ i, j ≤ n לכן

הניצב: המרחב

S⊥ = {u ∈ V | ∀v ∈ S, 〈u, v〉 = 0} :Sל־ הניצב המרחב את נגדיר .S ⊆ V ותהי ממ"פ, V יהי הגדרה:

(בבית). מרחב. תת S⊥ טענה:

S⊥ = (spanS)⊥ טענה:

הוכחה:

v ∈ S⊥ לכן u ∈ SpanS לכל 〈v, u〉 = 0 בפרט , u ∈ SpanS לכל 〈v, u〉 = 0 אזי v ∈ (SpanS)⊥ יהי :⊇

אורתונורמלית קבוצה הן העמודות : *3
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.〈v, u〉 = 0 מתקיים u ∈ SpanS לכל צ"ל v ∈ S⊥ יהי :⊆

ולכן: v1, . . . , vn ∈ S עבור , u = α1v1 + . . .+ αnvn אזי u ∈ SpanS יהי

〈v, u〉 = 〈v, α1v1 + . . .+ αnvn〉 = α1

〈
v︸︷︷︸
∈S⊥

, v1︸︷︷︸
∈S

〉
+ . . .+αn

〈
v︸︷︷︸
∈S⊥

, vn︸︷︷︸
∈S

〉
= α10 + . . .+αn0 = 0

v ∈ (SpanS)⊥ לכן

13 שיעור

S ⊆ V , ממ"פ V יהי תזכורת:

S⊥ = {v ∈ V | |∀u ∈ S, v⊥u} הגדרה:

טענה:

תת־מרחב S⊥ ⊆ V .1

S⊥ = (SpanS)⊥ .2

מרחב תת על היטל

.W של אורתוגונלי בסיס B = {w1, . . . , wn} ונניח מרחב תת W ⊆ V ממ"פ, V יהי

∏
B (v) = 〈v,w1〉

‖w1‖2 w1 + . . .+ 〈v.wk〉
‖wk‖2 wk :W המרחב על v הווקטור של ההיטל .v ∈ V יהי הגדרה:

הערות:

ההיטל. על ישפיע לא מאפס, שונים בקבועים w1, . . . , wk של כפל •∏
B (v) = (v, w1)w1 + . . .+ (v, wk)wk אורתונורמלי: B אם •

עבורו: מתקיים אזי v ∈ V יהי ∏משפט:
B (v) ∈W .1

v ∈W ⇐⇒ V =
∏
B (v) .2

V −
∏
B (v) ∈W⊥ .3
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שמידט גראם תהליך

אורתונורמלי. בסיס קיים V שלכל להראות נרצה סופי, ממימד ממ"פ V יהי מוטיבציה:

אורתונורמלי בסיס קיים אזי ,V של בסיס B = {v1, . . . , vn}ו־ ממ"פ V יהי שמידט): גראם (תהליך משפט
Span {v1, . . . , vn} = Span {u1, . . . , un} מתקיים 1 ≤ i ≤ n שלכל כך V ל־ C = {u1, . . . , un}

Span {v1, . . . , vi} = : ∀1 ≤ i ≤ n התכונה את מקיים אשר {u′1, . . . , u′n} אורתוגונלי בסיס ניצור הוכחה:
Span {u′1, . . . u′i}

:u′1 את באינדוקציה נגדיר

u′1 = v1 ניקח ,i = 1 עבור

u′2 = v2 −
∏
{u′1} (v2) ניקח ,i = 2 עבור

.u′i+1 = vi+1 −
∏
{u′1,...,u′i} (vi+1) נגדיר אזי {u′1, . . . , u′i} הגדרנו אם i < n עבור

אורתונורמלי, בסיס קיבלנו מכאן ui = u′i
‖u′
i
‖ :i לכל הווקטורים. את ננרמל אורתוגונלי, בסיס שקיבלנו לראות קל

כדרוש.

אורתונורמלי. בסיס V ל־ קיים אזי ממ"פ V יהי מסקנה:

שמידט. גראם תהליך נפעיל B כלשהו בסיס V ל־ קיים הוכחה:

לבסיס C את להשלים ניתן אזי אורתונורמלית. קבוצה C = {v1, . . . , vk} ⊆ V ו־ ממ"פ V יהי מסקנה:
אורתונורמלי.

.D = {v1, . . . , vk, uk+1, . . . , un} :V של לבסיס C את להשלים ניתן מכאן, בת"ל. C אזי אורתונורמלית קבוצה C הוכחה:

אורתוגונלים. כבר הם כי {v1, . . . , vk} את משנה לא זה תהליך כי לב ונשים ,D על שמידט גראם תהליך נפעיל

בסל שוויון אי

‖v‖2 ≥ |〈v, v1〉|2 + . . . + מתקיים: v ∈ V לכל אזי אורתונורמלית. קבוצה {v1, . . . , vk}ו־ ממ"פ V יהי
.v ∈ Span {v1, . . . , vk} אםם שוויון ומתקיים |〈v, vk〉|2

B = {v1, . . . , vk, uk+1, . . . , un} אורתונורמלי: לבסיס אותה נשלים אורתונורמלית, קבוצה {v1, . . . , vk} הוכחה:

‖v‖2 = |〈v, v1〉|2 + . . .+ |〈v, vk〉|2 + |〈v, uk+1〉|2︸ ︷︷ ︸
0≤

+ . . .+ |〈v, un〉|2︸ ︷︷ ︸
0≤

כי שעבר בשיעור ראינו

.‖v‖2 ≤ |〈v, v1〉|2 + . . .+ |〈v, vk〉|2 ולכן:

v = אבל 〈v, uk+1〉 = . . . = 〈v, un〉 = 0 ⇐⇒ |〈v, uk+1〉|2 + . . . + |〈v, un〉|2 ⇐⇒ שוויון מתקיים
,〈v, v1〉 v1 + . . . 〈v, vk〉 vk + 〈v, uk+1〉uk+1 + . . .+ 〈v, un〉un

v ∈ Span {v1, . . . , vk} ⇐⇒ v = 〈v, v1〉 v1 + . . .+ 〈v, vk〉 vk = ⇐⇒ 〈v, uk+1〉 = . . . = 〈v, un〉 = 0 ∏לכן
{v1,...,vk} (v)
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שוורץ קושי שוויון אי

לינארית. תלויים u, v אםם שוויון מתקיים .|〈u, v〉| ≤ ‖u‖ · ‖v‖ מתקיים: u, v ∈ V לכל אזי ממ"פ, V יהי

u, v ואכן שוויון מתקיים כלומר , 0 = |〈u, v〉| ≤ ‖u‖ · ‖v‖ = 0 מתקיים אזי v = 0 או u = 0 אם הוכחה:
לינארית. תלויים

:u עבור לכן ,{v1} הקבוצה עבור בסל שוויון באי נשתמש כעת . v1 = v
‖v‖ נגדיר: .u, v 6= 0 כי נניח

‖u‖2 ≥ |〈u, v1〉|2

נחשב:

|〈u, v1〉|2 =
∣∣∣∣〈u, v

‖v‖

〉∣∣∣∣2 =
∣∣∣∣ 1
‖v‖
〈u, v〉

∣∣∣∣2 = 1
‖v‖2 |〈u, v〉|

2

‖u‖ · ‖v‖ ≥ |〈u, v〉|⇐= ‖u‖2 · ‖v‖2 ≥ |〈u, v〉|2⇐=‖u‖2 ≥ 1
‖v‖2 |〈u, v〉|2 לכן:

u,v1 6=0⇐⇒ u ∈ ⇐⇒ בסל: שוויון מתקיים אםם ‖u‖2 = |〈u, v1〉|2 ⇐⇒ ‖u‖ · ‖v‖ |〈u, v〉| שוויון: מתקיים
ת"ל. u, v ⇐⇒ ת"ל u, v1 Span {v1}

נורמה) אכן היא (כלומר, T.I מקיימת הפנימית המכפלה ע"י המושרית הנורמה אזי ממ"פ. V יהי משפט:

‖u+ v‖ ≤ ‖u‖+ ‖v‖ מתקיים u, v ∈ V לכל צ"ל: הוכחה:

= אזי: ,u, v ∈ V יהיו

‖u+v‖2 = 〈u+ v, u+ v〉 = 〈u, u+ v〉+〈v, u+ v〉 = 〈u, u〉+〈v, u〉+〈u, v〉+〈v, v〉 = ‖u‖2+〈u, v〉+ 〈u, v〉︸ ︷︷ ︸
z+z=2Re(z)

+‖v‖2 =

= ‖u‖2+2Re 〈u, v〉+‖v‖2 ≤︸︷︷︸
Re(z)≤|z|

‖u‖2+2 |〈u, v〉|+‖v‖2 ≤︸︷︷︸
Cauchy-Shwartz

‖u‖2+2‖u‖‖v‖+‖v‖2 = (‖u‖+ ‖v‖)2

‖u+ v‖ ≤ ‖u‖+ ‖v‖ ונקבל: שורש נוציא

אזי שמידט. גראם תהליך הפעלת ע"י Bמ־ המתקבל הבסיס הוא Dו־ ,V של בסיס B ממ"פ. V יהי משפט:
עליונה. משולשית מטריצה היא [I]DB הבסיס, מעבר מטריצת

מכאן עליונה. משולשית גם היא עליונה, משולשית של ההפכית כי וידוע [I]DB =
(

[I]BD
)−1

כי ידוע הערה:

עליונה. משולשית היא גם [I]BD
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לפי אבל .[I]DB = ([u1]B , . . . , [un]B) אזי D = {u1, . . . , un} , B = {v1, . . . , vn} נסמן הוכחה:
ui ∈ לכן , Span {u1, . . . , ui} = Span {v1, . . . , vi} מתקיים 1 ≤ i ≤ n לכל שמידט, גראם תהליך

ולכן [ui]B =



α1i
...
αii
0
...
0


לכן, .ui = α1iv1 + . . .+αiiv1:ש כך α1, . . . , αi קיימים כלומר , Span {v1, . . . , vi}

עליונה. משולשית [I]DB =



α11 α12 · · · α1n
0 a22 · · · α2n

0
. . .

...
...

0 0 · · · αnn


הניצב הפירוק משפט

U ⊕ U⊥ = V אזי מרחב, תת U ⊆ V ו־ ממ"פ V יהי

כי: להראות מספיק לכן מרחב. תת U⊥ ⊆ V לב, נשים הוכחה:

U ∩ U⊥ = {0} .1

V = U + U⊥ .2

ו־2: 1 הוכחת

אזי v ∈ U ∩ U⊥ יהי , שני מצד . {0} ⊆ U ∩ U⊥ ולכן 0 ∈ U,U⊥ לכן מרחבים תתי U,U⊥ .1
U ∩ U⊥ ⊆ {0} לכן , v = 0⇐⇒ 〈v, v〉 = 0 ⇐= v⊥v ⇐=v ∈ U ∧ v ∈ U⊥

לכן, . V −
∏
B (v) ∈ U⊥ו־

∏
B (v) ∈ U אזי ,Uל־ אורתוגונלי בסיס להיות B את ניקח , v ∈ V יהי .2

. V = U⊥ + U ⇐= V ⊆ U⊥ + U לכן V = V −
∏
B

(v)︸ ︷︷ ︸
∈U⊥

⊥
∏
B

(v)︸ ︷︷ ︸
∈U

∈ U⊥ + U

V = U⊥ + U מכאן,

(
U⊥
)⊥ = U⊥⊥ = U אזי מרחב, תת U ⊆ V ו־ ממ"פ V יהי משפט:

.v⊥u כבר מתקיים v ∈ U⊥ לכל אבל .v⊥u , v ∈ U⊥ לכל כי נראה ,u ∈ U יהי : U ⊆ U⊥⊥ נראה הוכחה:

dimU = dimV − dimU⊥

dimU⊥⊥ = dimV − dimU⊥
: לכן ,

dimV = dimU + dimU⊥

dimV = dimU⊥ + dimU⊥⊥
⇐=

{
V = U ⊕ U⊥

V = U⊥ ⊕ U⊥⊥
הקודם: המשפט לפי כעת,

.dimU = dimU⊥⊥ ומכאן:

.U = U⊥⊥ לכן שווים, מימדים בעלי והם , U ⊆ U⊥⊥ אבל
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v ∈ V לכל אזי W של אורתוגונלים בסיסים שני B,C ויהיו מרחב, תת W ⊆ V ממ"פ, V יהי משפט:
4 ∏

B (v) =
∏
C (v) מתקיים:

V −
∏
B (v) , V −

∏
C (v) ∈ W⊥ כי גם וידוע ,

∏
B (v) ,

∏
C (v) ∈ W כי ידוע .v ∈ V יהי הוכחה:

מתקבל: ישר סכום עבור ההצגה מיחידות אבל

V =

∈W⊥︷ ︸︸ ︷
V −

∏
B

(v) +

∈W︷ ︸︸ ︷∏
B

(v) ∈W⊥ ⊕W

V = V −
∏
C

(v)︸ ︷︷ ︸
∈W⊥

+
∏
C

(v)︸ ︷︷ ︸
∈W

∈W⊥ ⊕W
גם: מתקיים אבל .

.
∏
B (v) =

∏
C (v)

‖u± v‖2 = ‖u‖2 + ‖v‖2 אזי מאונכים u, vו־ ממ"פ V יהי משפט:

‖u − v‖2 = ‖u + w‖2 = ‖u‖2 + ‖w‖2 = ויתקיים w = −v ניקח , − (עבור :+ עבור נוכיח הוכחה:
( ‖u‖2 + ‖v‖2

‖u+v‖2 = 〈u+ v, u+ v〉 = 〈u, u+ v〉+〈v, u+ v〉 = 〈u, u〉+〈v, u〉+〈u, v〉+〈v, v〉 = ‖u‖2+0+0+‖v‖2

W ב־ האיבר הוא ,
∏

(v) ,W על ההיטל אזי: v ∈ V יהי .V של מרחב תת W ⊆ V ממ"פ, V יהי משפט:
.vל־ ביותר הקרוב

‖w − v‖ ≥ ‖
∏

(v)− v‖ מתקיים w ∈W לכל כלומר,

.w −
∏

(v) ∈W לכן w,
∏

(v) ∈W שני ומצד V −
∏

(v) ∈W⊥ כי לב נשים .w ∈W יהי הוכחה:

לכן:

‖W−V ‖2 = ‖W−
∏

(v)+
∏

(v)−V ‖2 = ‖
(
W −

∏
(v)
)
−
(
V −

∏
(v)
)
‖2 =︸︷︷︸

↑
W −

∏
(v)⊥V −

∏
(v)

since w −
∏

(v) ∈ w
V −

∏
(v) ∈W⊥

= ‖W −
∏

(v) ‖2 + ‖V −
∏

(v) ‖2 ≥ ‖V −
∏

(v) ‖2 ≥

‖W − V ‖ ≥ ‖V −
∏

(v) ‖ לכן , ‖W − V ‖2 ≥ ‖V −
∏

(v) ‖2 כלומר:

הבסיס. בבחירת תלויה איננה W למרחב ההטלה 4כלומר,
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